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Resumen

Esta tesis está dividida en tres partes, en la primera se presentan algunos resul-
tados referidos a la estimación de conjuntos para el caso en que podemos discernir
si un punto de una muestra pertenece o no al conjunto. En particular estudiaremos
los casos en que el conjunto es el soporte de una densidad o un conjunto de nivel de
la misma. La segunda se centra en el cálculo del contenido de Minkowski de su su-
perficie lateral; serán necesarias hipótesis de regularidad sobre el borde del conjunto.
La tercera parte se centra en el estudio del caso en el que no se puede determinar si
los puntos están en el conjunto a estimar o no. Presentamos una generalización de [4].

Palabras Claves : Contenido de Minkowski, Estimación no paramétrica. Conjunto
α-convexo.

Abstract

This thesis is divided in three parts. In the first one we present some results refe-
rred to set estimation in the case we can discern if a point from a sample point is in
the set or not. In particular, we will study the cases when the set is the support of a
density or a level set. The second one is focused in the calculation of the Minkowski’s
content of its lateral surface; there will be necessary some hypothesis of regularity
for the boundary of the set. Finally, the third part is centered in the study of the
case when it is not possible to determine if the point from a sample is in the set to
estimate or not. We present a generalization of the work of [4].

Keywords : Minkoski content, Non parametric estmation. α-convex set.
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Caṕıtulo 1

Estimación de conjuntos

1.1. Introducción

El problema de estimar un conjunto S a partir de una cantidad finita de datos ha
sido tratado en diferentes trabajos. En computación, por ejemplo, una construcción
eficiente de la envolvente convexa a partir de una cantidad finita de puntos tiene
importantes aplicaciones en procesamiento de imágenes y en análisis de clusters, en-
tre otras. Este primer caṕıtulo introductorio pretende presentar algunos conceptos
elementales aśı como posibles aplicaciones.

El término estimación refiere al problema estad́ıstico de estimar un conjunto des-
conocido S a partir de una muestra aleatoria de puntos ℵn = {X1, . . . , Xn} cuya
distribución está relacionada con S, S podŕıa ser por ejemplo el soporte de una medi-
da PX absolutamente continua, a partir de una muestra de ésta. Otro ejemplo t́ıpico,
y que se mencionara en el presente trabajo con detalle más adelante, es el caso en
que S es un conjunto de nivel de una densidad.

Es claro que para estimar un conjunto por otro, tenemos que tener una medida
de proximidad de conjuntos. En algunos casos nos interesará medir que tan próximos
están los puntos de un conjunto a los de otro, en cuyo caso usaremos la distancia
de Hausdorff, que más adelante definiremos con precisión, y en otros la medida de
dichos puntos, en cuyo caso tener un punto muy lejos en el sentido de la distancia
Euclideana, medido con la medida de Lebesgue, no sera relevante.

1.2. Notación y definiciones previas

De aqúı en adelante, salvo que se especifique lo contrario, vamos a trabajar en
Rd, usaremos la notación usual 〈·, ·〉 para el producto interno, y ‖ · ‖ para la norma
Euclideana. B(x, r) denotará la bola cerrada de centro en el punto x y radio r, y

B := B(0, 1). Si A ⊂ Rd, entonces Ac, A,
◦
A (o int(A)), ∂A y conv(A) denotan

complemento, clausura, interior, borde, y envolvente convexa de A, respectivamente.
Definimos diam(A) := supx,y∈A ‖x− y‖ el diámetro de A.
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

1.2.1. Distancia de Hausdorff

Definición 1.1. Sean A y C subconjuntos compactos, no vaćıos de Rd. La distancia
de Hausdorff entre A y C se define como:

dH(A,C) = máx

{
sup
a∈A

d(a, C), sup
c∈C

d(c, A)

}
,

siendo
d(a, C) = ı́nf

{
‖a− c‖ : c ∈ C

}
.

El hecho de elegir subconjuntos compactos de Rd nos asegura que dH es una
métrica, no obstante, si sólo pedimos que sean acotados y no vacios, dH esta bien
definida. Por otro lado, si no le pedimos que sean cerrados, podria darse el caso en
que la distancia de Hausdorff sea 0 y que los conjuntos no sean iguales.

Definición 1.2. Sea A un subconjunto compacto, no vaćıo, de Rd. El entorno abierto

de radio ε > 0 de A, que denotaremos
◦
B(A, ε) se define como:

◦
B(A, ε) =

{
x ∈ Rd : d(x,A) < ε

}
,

análogamente definimos

Definición 1.3. Sea A un subconjunto compacto, no vaćıo, de Rd. El entorno cerrado
de radio ε > 0 de A, que denotaremos B(A, ε) se define como:

B(A, ε) =
{
x ∈ Rd : d(x,A) ≤ ε

}
.

teniendo en cuenta estas definiciones podemos definir:

Definición 1.4. Sean A y C subconjuntos compactos, no vacios de Rd. La distancia
de Hausdorff entre A y C se define como:

dH(A,C) = ı́nf
{
ε > 0 : A ⊂

◦
B(C, ε) y C ⊂

◦
B(A, ε)

}
.

Definición 1.5. Sean A y C subconjuntos de Rd. La suma de Minkowski, ⊕, se
define como

A⊕ C =
{
a+ c : a ∈ A, c ∈ C

}
,

y la resta, 	, como
A	 C =

{
x : {x} ⊕ C ⊂ A

}
.

Para λ > 0 definimos
λC =

{
λc : c ∈ C

}
,

por lo tanto
◦
B(A, ε) = A⊕ εB.

Es inmediato verificar que también es posible definir:

Definición 1.6. Sean A y C subconjuntos compactos, no vacios de Rd. La distancia
de Hausdorff entre A y C se define como;

dH(A,C) = ı́nf
{
ε > 0 : A ⊂ C ⊕ ε

◦
B y C ⊂ A⊕ ε

◦
B
}
.
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

Observemos que si bien la proximidad en distancia de Hausdorff nos asegura la
proximidad de los puntos de los conjuntos, no implica que los conjuntos sean pa-
recidos en algun sentido, basta pensar en un ćırculo y puntos dentro, tomados con
distribución uniforme, el ćırculo y el conjunto de puntos pueden estar muy próximos
en distancia de Hausdorff y no obstante su forma difiere enormemente. Este mismo
ejemplo nos permite ver que la distancia de Hausdorff tampoco garantiza proximidad
en el sentido de la medida de los conjuntos, ni tampoco de la longitud de su borde,
aśı, por ejemplo, podemos tener conjuntos que distan lo mismo de otro dado, pero
cuyo borde tiene una longitud bien distinta.

En el presente trabajo utilizaremos reiteradamente un resultado cuya demostra-
ción no incluiremos, que puede encontrarse en [20]. Para enunciarlo necesitaremos
algunas definiciones previas.

Definición 1.7. Definimos la función λ 7→ ψλ(A), para λ > 0

ψλ(A) = (A	 λB)⊕ λB,

ψ−λ(A) = (A⊕ λB)	 λB.
La función ψλ se llama granulometŕıa de A.

Definición 1.8. Decimos que un conjunto compacto A ⊂ Rd pertenece al modelo
regular de Serra si

A = (A⊕ εB)	 εB = (A	 εB)⊕ εB para algún ε > 0.

Definición 1.9. Decimos que un conjunto A ⊂ Rd es r-convexo (r > 0) si A = Cr(A),
siendo

Cr(A) =
⋂

{
◦
B(x,r):

◦
B(x,r)∩A=∅}

( ◦
B(x, r)

)c
.

Definición 1.10. Diremos que una bola de radio r > 0 rueda libremente por el
complemento de S si para todo x ∈ ∂S existe c ∈ Rd verificando

x ∈ B(c, r) ⊂ Sc.

De forma análoga se define el concepto de rodamiento libre dentro de S. Más adelante
veremos algunas propiedades equivalentes a la de rodamiento libre.

Teorema 1.11. Sea S 6= ∅ un subconjunto compacto de Rd y r0 > 0. Entonces son
equivalentes:

(i) ψλ(S) = S para λ ∈ (−r0, r0];

(ii) S y Sc son r0-convexos y int(Si) 6= ∅ para cada componente conexa por caminos
Si ⊂ S;

(iii) una bola de radio r rueda libremente dentro de cada componente conexa por
caminos de S y Sc para todo 0 ≤ r ≤ r0;
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

(iv) ∂S es una d-1 subvariedad de Rd de clase C1 cuyo vector normal saliente n(s)
en s ∈ ∂S satisface la siguiente condición de Lipschitz:

‖n(s)− n(t)‖ ≤ 1

r0

‖s− t‖ para todo s, t ∈ ∂S.

Más aún, para algun r0 > 0, las condiciones anteriores son equivalentes a

(v) S pertenece al modelo regular de Serra.

1.2.2. Distancia en Medida

Una segunda noción de distancia entre conjuntos es la distancia en medida. Para
nuestros propósitos es suficiente considerar el espacio de medida (Rd,B, µ) donde B
denota la sigma álgebra de Borel en Rd y µ la medida de Lebesgue.

Definición 1.12. Sean A y C en B. La distancia en medida entre A y C se define
como

dµ(A,C) = µ(A4C),

donde A4C denota la diferencia simétrica entre A y C, esto es

A4C = (A \ C) ∪ (C \ A).

Observación 1.13. Esta noción de distancia esta ı́ntimamente relacionada con la
distancia L1(µ) entre funciones. De hecho, la distancia en medida es la distancia en
el espacio métrico L1(µ) entre las funciones indicadoras de cada conjunto esto es:

dµ(A,C) =

∫
Rd
|IA − IC |dµ.

Es fácil ver que el hecho de que dos conjuntos estén próximos en distancia en
medida no implica que lo estén en distancia de Hausdorff y rećıprocamente, que lo
estén en distancia de Hausdorff tampoco implica que lo estén en medida.

1.3. Estimación de un soporte sin restricciones de forma

Cuando estamos ante un conjunto S del cual no sabemos nada respecto de su
forma debemos definir estimadores universales, que por lo tanto van a tener peores
velocidades de convergencia que cuando tenemos información adicional sobre el con-
junto. En (1980) Devroye y Wise,ver [9], propusieron un estimador muy intuitivo y
general. Dada una sucesión de vectores aletorios d-dimensionales, X1, . . . , Xn, inde-
pendientes y con distribución común PX , la cual tiene por soporte el conjunto S, se
define el estimador de S

Ŝn =
n⋃
i=1

B(Xi, εn).

Este estimador no es más que una versión suavizada de la muestra. Su sencillez
hace que su estructura geométrica, al contrario de otros estimadores más sofisticados,
sea muy fácil de analizar (incluso en dimensión arbitraria). Más adelante veremos que
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

bajo algunas restricciones de forma es posible demostrar que ∂Ŝn tiende en distancia
de Hausdorff a ∂S y utilizaremos, en la sección de análisis de cluster, el estimador Ŝn
para aproximar el número de componentes conexas de S.
Devroye y Wise (1980) utilizaron este estimador para detectar el comportamiento

anormal de un sistema. Diremos que una observación Z es anormal si Z /∈ Ŝn.
La probabilidad de cometer un error con este mecanismo, es decir decidir que una
observación no está en S cuando realmente śı lo está o bien decidir que está en S
cuando en realidad no lo ésta es

dµ(S, Ŝn).

En el art́ıculo citado se prueba, entre otras cosas, que el procedimiento anterior es
consistente en probabilidad

dµ(S, Ŝn)
P−→ 0,

siempre que la restricción a S de la medida de probabilidad, µ, de la nueva observa-
ción Z, sea absolutamente continua respecto a la distribución de probabilidad de la
muestra PX , y el parámetro εn verifique

εn → 0 nεdn →∞.

Este resultado nos asegura que, con carácter casi universal, el estimador de Devroye-
Wise es consistente en medida. Nótese que las condiciones sobre εn son análogas a
las que se imponen al parámetro hn de un estimador tipo núcleo de la densidad para
obtener resultados de consistencia en L1. La consistencia del estimador de Devroye-
Wise en distancia de Hausdorff es trivial dada su similitud con la propia muestra,
bastaŕıa tomar εn → 0 para que

dH(S, Ŝn)→ 0 c.s.

para cualquier conjunto compacto no vaćıo de Rd.

1.4. Estimación de la frontera

Veamos ahora algunos resultados referentes a la estimación de un conjunto parti-
cular, ∂S. Este conjunto es de interés en varias áreas, por ejemplo en economı́a, en
el sector de análisis de productividad, ∂S es el gráfico de una cierta función g(x), y
representa la máxima producción alcanzable por una empresa cuando el imput es x.
S es entonces el hipografo de g, por lo tanto podŕıamos evaluar la productividad de
una empresa con imput x0 que produzca y0 como g(x0)− y0.

Una pregunta que surge de forma natural es si el estimador universal definido por
Devroye y Wise verifica que

dH(∂Ŝn, ∂S)→ 0,

en probabilidad o c.s.. Es claro que el sólo hecho de pedir que εn → 0 no garantiza
esa convergencia ya que si εn tiende muy rápido a 0, es de esperar que nuestro
estimador tenga muchos agujeros y no se verifique la convergencia antes mencionada.
En [6] se hallan las condiciones que tiene que cumplir εn y S para que sea cierta.
Las siguientes subsecciones serán resultados extraidos de ah́ı y de la tesis doctoral de
Alberto Rodŕıguez Casal [18].
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

1.4.1. Una condición necesaria

Antes de ver las condiciones suficientes para que se de la convergencia de las
fronteras para el estimador de Devroye y Wise, veamos una condición necesaria. El
siguiente resultado se encuentra en [18].

Proposición 1.14. Sea S ⊂ Rd compacto. Sean X1, X2, . . . , Xn, . . . observaciones
independientes de una distribución con soporte S. Sea Ŝn el estimador de Devroye y
Wise. Supongamos que

dH

(
∂S, ∂Ŝn

)
→ 0, c.s.. (1.1)

Entonces
εn → 0,

y, por lo tanto

dH

(
S, Ŝn

)
→ 0, c.s.

Demostración. Por reducción al absurdo. Supongamos que el resultado no fuese cier-
to. En este caso, con probabilidad positiva, existiŕıa ε > 0, y una subsucesión de εn,
que denotaremos por simplicidad εn, tal que

εn ≥ ε, ∀n.

Ahora bien, para cualquier yn ∈ ∂Ŝn se verifica que

mı́n
i=1,...,n

‖yn −Xi‖ = εn ≥ ε.

Sea
sn = PS(yn),

una proyección de yn sobre el conjunto S (podŕıa no ser única). Claramente

ε ≤ εn = mı́n
i=1,...,n

‖yn −Xi‖ ≤ ‖yn − sn‖+ mı́n
i=1,...,n

‖sn −Xi‖. (1.2)

Como S es compacto, existirá una subsucesión de {sn} convergente que (por simpli-
cidad en la notación) seguiremos indexando en n. En este caso podemos escribir.

sn → s ∈ S.

Como
mı́n

i=1,...,n
‖s−Xi‖ → 0, c.s.,

y
mı́n

i=1,...,n
‖sn −Xi‖ ≤ ‖sn − s‖+ mı́n

i=1,...,n
‖s−Xi‖,

entonces
mı́n

i=1,...,n
‖sn −Xi‖ → 0, c.s.,

y por lo tanto, utilizando 1.2 obtenemos que, con probabilidad positiva, para n sufi-
cientemente grande, se verifica

‖yn − sn‖ ≥
ε

2
,
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

en cuyo caso

B
(
yn,

ε

4

)
⊂ Sc ⇒ d(yn, ∂S) ≥ ε

4
⇒ dH

(
∂S, ∂Ŝn

)
≥ ε

4
,

lo cual contradice 1.1.
Para demostrar que si εn → 0 casi seguro entonces, con probabilidad uno dH(S, Ŝn)
converge a cero nótese que se verifica

dH(S, Ŝn) ≤ máx
{
εn, dH(ℵn, S)

}
.

De la compacidad de S se sigue fácilmente que dH(ℵn, S) → 0 c.s. si εn → 0 c.s.

1.4.2. Estimación consistente de la frontera

Veamos una condición suficiente y universal, es decir sin restricciones sobre S que
garantice la convergencia en distancia de Hausdorff, casi segura, de ∂Ŝn a ∂S.

Teorema 1.15. Sea S ⊂ Rd compacto. Sean X1, X2, . . . , Xn, . . . observaciones de
una distribución, PX , con soporte S. Sea Ŝn el estimador de Devroye y Wise. Supon-
gamos que

(i) P
(
S ⊂ Ŝn, a partir de un cierto n

)
= 1,

(ii) εn → 0, c.s.

Entonces
dH(∂S, ∂Ŝn)→ 0, c.s.

Demostración. Supongamos por absurdo que no se cumple la tesis, luego, tenemos
dos casos:

Caso 1. Con probabilidad positiva, existe un ε > 0 y una sucesión {ynk}, que denotare-

mos {yn} por simplicidad, yn ∈ Ŝn y tal que

d(yn, ∂S) = ı́nf
y∈∂S
‖yn − y‖ > ε para todo n. (1.3)

Es claro que yn /∈ ∂S y que yn /∈ int(S) (ya que int(S) ⊂ int(Ŝn)), por lo tanto

yn ∈ Sc. Como yn ∈ Ŝn y Xi ∈ S c.s. entonces B(yn, ε) ∩ S 6= ∅. Esto, junto
con yn ∈ Sc implica (ya que B(yn, εn) es conexa) que B(yn, εn)∩ ∂S 6= ∅. Luego
d(yn, ∂S) ≤ εn, pero, como por hipótesis εn −→ 0 esto último contradice 1.3.

Caso 2. Con probabilidad positiva existe ε > 0 y una subsucesión, que denotaremos {yn},
con yn ∈ ∂S tal que

d(yn, ∂Ŝn) = ı́nf
y∈∂Ŝn

‖yn − y‖ > 2ε para todo n.

Como {yn} ⊂ ∂S y ∂S es compacto, existe una subsucesión convergente, (que
denotaremos {yn}), tal que yn −→ y ∈ ∂S. Por la desigualdad triangular, esto
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

implica que, con probabilidad positiva se cumple que d(y, ∂Ŝn) > ε a partir de
un cierto n. Entonces:

B(y, ε) ∩ ∂Ŝn = ∅ a partir de un cierto n, c.s.. (1.4)

Como los sucesos Ik = {Xk ∈ B(y, ε)} son independientes y P (Ik) = PX
(
B(y, ε)

)
>

0, por el Lema de Borel-Cantelli tenemos que , con probabilidad 1 existe una
subsucesión Xnk ∈ B(y, ε), por lo tanto B(y, ε) ∩ Ŝnk 6= ∅. Como B(y, ε) es co-

nexa, por 1.4. tenemos que B(y, ε) ⊂ int(Ŝnk). Como y ∈ ∂S existe y0 ∈ Sc tal
que ‖y − y0‖ < ε/2. Más aun, como Sc es abierto, existe un r ∈ (0, ε/2) tal que

B(y0, r) ⊂ Sc y B(y0, r) ⊂ B(y, ε) ⊂ int(Ŝnk). Para k suficientemente grande,

tal que εnk < r implica que y0 /∈ Ŝnk . Lo cual contradice que B(y, r) ⊂ int(Ŝnk).

En ambos casos llegamos a una contradicción. Observemos que la hipótesis S ⊂ Ŝn
sólo se uso en 1.

Observación 1.16. Es claro que en la práctica el problema reside en elegir la su-
cesión de parámetros {εn} que garanticen la condición (i). La sucesión que verifica
esta condición y que comete menor sobresuavización es, obviamente ε0

n = dH(ℵn, S),
siendo ℵn = {X1, . . . , Xn}.

1.4.3. Restricciones de forma

En esta sección vamos a precisar las condiciones que se le deben pedir a S que nos
permita obtener el orden de convergencia de ε0

n de modo de tener un criterio para
elegir εn.

Definición 1.17. Se dice que un conjunto de Borel S ⊂ Rd es estándar con respecto
a una medida de Borel µ si existe un λ > 0 y δ > 0 verificando

µ
(
B(x, ε) ∩ S

)
≥ δµL

(
B(x, ε)

)
, ∀x ∈ S, 0 < ε ≤ λ,

donde µL es la medida de Lebesgue d-dimensional.

Esta condición evita que el conjunto S tenga picos infinitamente agudos, lo cual
intuitivamente produciŕıa que en ése pico la probabilidad de tener un X de la muestra
sea muy baja, y se tienda a subestimar el borde. Se puede demostrar la siguiente
observación

Observación 1.18. Si S es un conjunto no vaćıo tal que Sc es r-convexo y S =
int(S). Entonces S es estándar con respecto a la medida µL restringida a S.

Definición 1.19. Diremos que un conjunto compacto S ⊂ Rd es parcialmente ex-
pandible si existen constantes r > 0 y C(S) ≥ 1 verificando

dH
(
∂S, ∂(S ⊕ εB)

)
≤ C(S)ε, 0 ≤ ε < r.

Si la condición anterior se verifica para todo ε > 0 diremos que el conjunto S es
expandible.

10
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Esta restricción de forma impide que el conjunto S se enrosque sobre śı mismo
infinitamente o que tenga entrantes demasiado agudos. Los conjuntos parcialmente
expandibles más regulares son aquellos para los cuales r0 = ∞ y C(S) = 1. Dichos
conjuntos son los conjuntos convexos.

Proposición 1.20. S ⊂ Rd es parcialmente expandible con constante C(S) = 1 si y
sólo si para algún r > 0 una bola de radio r rueda libremente por el complemento de
S.

Demostración. Probemos en primer lugar el siguiente resultado

x ∈ B(c, r) ⊂ Sc

x ∈ ∂S

}
⇒ d

(
x, ∂(S ⊕ εB)

)
≤ ε, 0 ≤ ε ≤ r. (1.5)

En efecto, sea
{y} = ∂B(x, ε) ∩ [x, c],

donde [x, c] denota el segmento que une los puntos x y c. Se verifica

x ∈ B(y, ε) ⊂ B(c, r) ⊂ Sc,

y por lo tanto, d(y, S) = ε. Sea {yn} = ∂B(x, εn) ∩ [x, c], con εn → ε y ε < εn < r.
Tendremos que

d(yn, S) = εn > ε,

y, por lo tanto
yn ∈ (S ⊕ εB)c,

y, como yn → y, obtenemos que y ∈ (S ⊕ εB)c. Entonces y ∈ ∂(S⊕εB) con ‖x−y‖ =
ε.
Esto concluye la prueba de 1.5.

Ahora estamos en condiciones de probar la proposición. En primer lugar, si una
bola de radio r > 0 rueda libremente por el complemento de S entonces, por 1.5,
tendremos que

∀x ∈ ∂S, d
(
x, ∂(S ⊕ εB)

)
≤ ε, 0 ≤ ε < r.

Aśı
sup
x∈∂S

d
(
x, ∂(S ⊕ εB)

)
≤ ε.

Por lo tanto, si x ∈ ∂(S ⊕ εB) entonces d(x, S) = ε y, en consecuencia,

sup
x∈∂(S⊕εB)

d(x, ∂S) = ε.

Aśı

dH
(
∂S, ∂(S⊕εB)

)
= máx

{
sup

x∈∂(S⊕εB)

d(x, ∂S), sup
x∈∂S

d
(
x, ∂(S ⊕ εB)

)}
= ε, 0 ≤ ε < r,

es decir, S es parcialmente expandible con constante C(S) = 1.
Rećıprocamente si S es parcialmente expandible con constante C(S) = 1 entonces

existe r > 0 tal que

dH
(
∂S, ∂(S ⊕ εB)

)
≤ ε, 0 ≤ ε < r.

11



Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

Fijemos 0 < r0 < r arbitrario. Si x ∈ ∂S se verifica que B(x, r0) ∩ ∂(S ⊕ r0B) 6= ∅.
Sea y ∈ B(x, r0) ∩ ∂(S ⊕ r0B). Como d(y, S) = r0 entonces

x ∈ B(y, r0) ⊂ Sc,

y, por lo tanto, una bola de radio r0 rueda libremente por el complemento de S.

1.4.4. Tasas de convergencia

Teorema 1.21. Sea S ⊂ Rd un conjunto compacto, parcialmente expandible con
constante C(S) para algún r > 0. Sean X1, . . . , Xn, . . . observaciones de una distri-
bución con soporte S. Si la sucesión de estimadores

Ŝn =
n⋃
i=1

B(Xi, εn)

verifica

(i) εn → 0, c.s.

(ii) P
(
S ⊂ Ŝn, a partir de un cierto n

)
= 1.

Entonces, con probabilidad uno, existe n0, tal que, si n ≥ n0

dH(∂S, ∂Ŝn) ≤ C(S)εn. (1.6)

Demostración. Por las hipótesis (i) y (ii) se tiene que, con probabilidad uno, existe
n0 tal que para n ≥ n0

ℵn ⊂ S ⊂ Ŝn, 0 ≤ εn < r.

Recordemos que

dH(∂S, ∂Ŝn) = máx

{
sup
x∈∂Ŝn

d(x, ∂S), sup
x∈∂S

d(x, Ŝn)

}
.

A continuación probaremos que, si n ≥ n0, se verifica

sup
x∈∂Ŝn

d(x, ∂S) ≤ εn, (1.7)

sup
x∈∂S

d(x, ∂Ŝn) ≤ C(S)εn (1.8)

En efecto, si x ∈ ∂Ŝn entonces, como B(x, εn) ∩ S 6= ∅, necesariamente

B(x, εn) ∩ ∂S 6= ∅,

ya que, en caso contrario tendŕıamos, por la conexión de B(x, εn), que

x ∈ B(x, εn) ⊂ int(S) ⊂ int(Ŝn).

Aśı
d(x, ∂S) ≤ εn, ∀x ∈ ∂Ŝn,

12
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esto prueba 1.7.
Para probar 1.8 nótese que si para algún x ∈ ∂S se verificase que

d(x, ∂Ŝn) > C(S)εn

entonces, como x ∈ ∂S ⊂ Ŝn = ℵn ⊕ εnB, la conexión de B(x,C(S)εn) implicaŕıa
que

B
(
x,C(S)εn

)
⊂ int(ℵn ⊕ εnB) ⊂ int(S ⊕ εnB),

y, por tanto, existiŕıa algún x ∈ ∂S para el cual

d
(
x, ∂(S ⊕ εnB)

)
> C(S)εn,

lo cual contradice la condición de que el conjunto sea parcialmente expandible.
Tenemos entonces que

∀x ∈ ∂S, d(x, ∂Ŝn) ≤ C(S)εn,

lo cual prueba 1.8.
Teniendo en cuenta que C(S) ≥ 1, las desigualdades 1.7 y 1.8 prueban el teorema.

El valor más pequeño de εn que garantiza S ⊂ Ŝn es, claramente, εnn = dH(ℵn, S).
Un estudio del orden de convergencia de esta sucesión nos permitiŕıa, utilizando
el teorema anterior, determinar el orden de convergencia de dH(∂S, ∂Ŝn). Esto es
precisamente lo que se hace en el siguiente teorema, bajo la hipótesis de que S es un
conjunto estándar.

Teorema 1.22. Sea X1, X2, . . . una sucesión de vectores aleatorios independientes
e idénticamente distribuidos en Rd con distribución común PX . Sea S el soporte de
PX . Supongamos que S es compacto y estándar con respecto a PX . Se verifica que

ĺım sup
n→∞

(
n

log n

) 1
d

dH(ℵn, S) ≤
(

2

δωd

) 1
d

c.s. (1.9)

donde ℵn = {X1, X2, . . . , Xn}, ωd es el volumen de la bola unidad d-dimensional y δ
es la constante de estandaridad.

Demostración. Como, con probabilidad uno, ℵn ⊂ S, entonces

dH(ℵn, S) = sup
x∈S

mı́n
i=1,...,n

‖x−Xi‖, c.s.

Sea ∆ > 0 y S∆ un conjunto (con cardinal N(∆)) de centros del conjunto S
correspondientes a un cubrimiento minimal de S formado por bolas cerradas de radio
∆. Es decir, estamos considerando una clase de conjuntos

{
B(s,∆), s ∈ S∆ ⊂ S

}
verificando

S ⊂
⋃
s∈S∆

B(s,∆). (1.10)

Para x ∈ S, s0 ∈ S∆ arbitrarios

mı́n
i=1,...,n

‖x−Xi‖ ≤ ‖x−Xj‖ ≤ ‖x− s0‖+ ‖s0 −Xj‖, j = 1, . . . , n.

13
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Aśı

mı́n
i=1,...,n

‖x−Xi‖ ≤ ‖x− s0‖+ mı́n
j=1,...,n

‖s0 −Xj‖ ≤ ‖x− s0‖+ máx
s∈S∆

mı́n
j=1,...,n

‖s−Xj‖,

y, como x ∈ S, por 1.10 tenemos que

mı́n
i=1,...,n

‖x−Xi‖ ≤ ∆ + máx
s∈S∆

mı́n
i=1,...,n

‖s−Xi‖.

Sea ε > 0 arbitrario. De la desigualdad anterior se sigue que

P

(
sup
x∈S

mı́n
i=1,...,n

‖x−Xi‖ > ε

)
≤ P

(
máx
s∈S∆

mı́n
i=1,...,n

‖s−Xi‖ > ε−∆

)
.

Tomando ∆ = (1− ν)ε, 0 < ν < 1, de tiene que

P
(
dH(ℵn, S) > ε

)
≤ P

(
máx

s∈S(1−ν)ε

mı́n
i=1,...,n

‖s−Xi‖ > νε

)
. (1.11)

Definamos los sucesos Is,i =
{
Xi ∈ B(s, νε)

}
, con s ∈ S(1−ν)ε, i = 1, . . . , n. Tenemos

que

P

(
máx

s∈S(1−ν)ε

mı́n
i=1,...,n

‖s−Xi‖ > νε

)
= P

 ⋃
s∈S(1−ν)ε

n⋂
i=1

Ics,i


≤

∑
s∈S(1−ν)ε

P

(
n⋂
i=1

Ics,i

)
=

∑
s∈S(1−ν)ε

n∏
i=1

P (Ics,i) =
∑

s∈S(1−ν)ε

n∏
i=1

(
1− P (Is,i)

)
Como S es un conjunto estándar, para ε suficientemente pequeño

P (Is,i) = P
(
Xi ∈ B(s, νε)

)
= PX

(
B(s, νε)

)
≥ δωd(νε)

d.

Aśı

P

(
máx

s∈S(1−ν)ε

mı́n
i=1,...,n

‖s−Xi‖ > νε

)
≤

∑
s∈S(1−ν)ε

(
1− δωd(νε)d

)n
= N

(
(1− ν)ε

)(
1− δωd(νε)d

)n
.

Como N
(
(1 − ν)ε

)
≤ A

(
(1 − ν)ε

)−d
, donde A es una constante que depende de la

dimensión d y del diámetro del conjunto S, se tiene

P

(
máx

s∈S(1−ν)ε

mı́n
i=1,...,n

‖s−Xi‖ > νε

)
≤ A

(
(1− ν)ε

)−d(
1− δωd(νε)d

)n
.

Aplicando la desigualdad (1 − x)n ≤ e−nx, para 0 ≤ x ≤ 1, obtenemos que, para ε
suficientemente pequeño,

P

(
máx

s∈S(1−ν)ε

mı́n
i=1,...,n

‖s−Xi‖ > νε

)
≤ A

(
(1− ν)ε

)−d
e−nδωd(νε)d .
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Utilizando 1.11, se tiene

P
(
dH(ℵn, S) > ε

)
≤ A

(
(1− ν)ε

)−d
e−nδωd(νε)d . (1.12)

Sea l >
(

2
δωd

) 1
d
. Para n suficientemente grande

P

((
n

log n

) 1
d

dH(ℵn, S) > l

)
≤ A

(
(1− ν)l

)−d n

log n
exp

{
− δωdνdld log n

}
= A

(
(1− ν)l

)−dn1−δωdνdld

log n
.

Para que converja la serie
∑
n

n1−δωdνdld

log n
es suficiente que 1− δωdνdld < −1, para lo

cual basta tomar (
2

δωdld

)
< ν < 1,

que es siempre posible, ya que, por hipótesis,

l >

(
2

δωd

) 1
d

.

Por lo tanto ∑
n

P

((
n

log n

) 1
d

dH(ℵn, S) > l

)
<∞,

y, por el primer Lema de Borel-Cantelli

ĺım sup
n→∞

(
n

log n

) 1
d

dH(ℵn, S) ≤ l, c.s., l >

(
2

δωd

) 1
d

,

lo cual concluye la demostración del teorema.

Una consecuencia inmediata de éste teorema es el siguiente

Teorema 1.23. Sea X1, X2, . . . una sucesión de vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en Rd con distribución común PX . Sea S el soporte de PX .
Supongamos que S es un conjunto compacto parcialmente expandible con constante
C(S), para algún r > 0, y estándar con respecto a PX . Consideremos el estimador de
Devroye y Wise

Ŝn(εn) =
n⋃
i=1

B(Xi, εn),

donde

εn = C

(
log n

n

) 1
d

, C >

(
2

δωd

) 1
d

.
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Entonces, con probabilidad uno, existe n0 verificando

dH(∂S, ∂Ŝn) ≤ C(S)εn, n ≥ n0,

dH(S, Ŝn) ≤ εn, n ≤ n0.

Demostración. Como C >
(

2
δωd

) 1
d
, por 1.9, existirá, con probabilidad uno, n1 tal que

si n ≥ n1, entonces

dH(ℵn, S) ≤ C

(
log n

n

) 1
d

= εn

y por lo tanto
S ⊂ Ŝn.

Como, evidentemente, εn → 0, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.21 y
concluir que, con probabilidad uno, existe un n0 verificando

dH(∂S, ∂Ŝn) ≤ C(S)εn, n ≥ n0.

Finalmente, la desigualdad dH(S, Ŝn) ≤ εn, es trivial, ya que, S ⊂ Ŝn y ℵn ⊂ S.

Veamos ahora que este resultado no puede mejorarse usando el estimador de De-
vroye y Wise, esto es:

Teorema 1.24. Si d ≥ 2 existen conjuntos en las condiciones del Teorema anterior,
tales que para cualquier sucesión de radios {εn}

ĺım inf
n→∞

(
n

log n

) 1
d

dH(S, Ŝn) ≥
(

1

2dωd

) 1
d

, c.s.

Demostración. Para demostrar el teorema serán necesarios dos lemas

Lema 1.25. Sea S = [0, 1]d. Si denotamos mediante Ŝn el estimador de Devroye y
Wise asociado a una muestra X1, . . . , Xn ∈ S entonces, para cualquier εn > 0

dH(S, Ŝn) = máx
{
εn − εmin, dH(ℵn, S)− εn

}
, (1.13)

donde
εmin = mı́n

i=1,...,n
mı́n
x∈∂S
‖Xi − x‖.

Demostración. Distinguiremos tres situaciones

1 εn ≤ εmin.
Entonces

Ŝn ⊂ S,

y, por lo tanto

dH(S, Ŝn) = dH(ℵn, S)− εn = máx
{
εn − εmin, dH(ℵn, S)− εn

}
.
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2 ε ≥ dH(ℵn, S).
Entonces

S ⊂ Ŝn,

y por lo tanto, por tratarse de S = [0, 1]d,

dH(S, Ŝn) = εn − εmin = máx
{
εn − εmin, dH(ℵn, S)− εn

}
.

3 εmin < ε < dH(ℵn, S).
Recordemos que

dH(S, Ŝn) = mı́n
{
ε > 0 : S ⊂ B(Ŝn, ε), Ŝn ⊂ B(S, ε)

}
.

Ahora bien

S ⊂ B(Ŝn, ε)⇒ S ⊂ (ℵn ⊕ εnB)⊕ εB = ℵn ⊕ (εn + ε)B

⇒ dH(ℵn, S) ≤ εn + ε⇒ ε ≥ ε̃0 = dH(ℵn, S)− εn.

Además
S ⊂ B(Ŝn, ε̃0).

Por otra parte, por tratarse de S = [0, 1]d,

Ŝn = ℵn ⊕ εnB ⊂ B(S, ε)⇒ ε ≥ ε̃1 = εn − εmin.

Además
Ŝn ⊂ B(S, ε̃1).

Por lo tanto

dH(S, Ŝn) = máx{ε̃0, ε̃1} = máx
{
εn − εmin, dH(ℵn, S)− εn

}
.

El lema anterior nos permite obtener el radio ε∗n que minimiza dH(S, Ŝn), que en
este caso será

ε∗n =
dH(ℵn, S)− εmin

2
.

Aśı, para cualquier εn > 0 se verifica

dH(S, Ŝn) ≥ dH(ℵn, S)− εmin
2

. (1.14)

En el lema anterior los razonamientos no dependen de un modo crucial de que S =
[0, 1]d. De hecho, es sencillo demostrar, empleando técnicas similares a las utilizadas
en el lema anterior, que con probabilidad 1, para n suficientemente grande, es válida
para cualquier conjunto S para el cual una bola de radio r > 0 ruede libremente por
el complemento de S.

A la vista de este resultado debemos analizar el orden de convergencia de εmin
para conseguir acotar inferiormente dH(S, Ŝn). Eso es lo que se realiza en el siguiente
lema.
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Lema 1.26. Sean X1, X2, . . . observaciones independientes con distribución uniforme
en S = [0, 1]d. Entonces se verifica

ĺım sup
n→∞

n

log n
εmin ≤

1

2d
, c.s.

Demostración. Sea ε > 1
2d

. Para n suficientemente grande ε
log n

n
<

1

2
y entonces{

εmin > ε
log n

n

}
=

{
ℵn ⊂

[
ε

log n

n
, 1− ε log n

n

]d}
.

Por lo tanto

P

(
n

log n
εmin > ε

)
= P

(
εmin > ε

log n

n

)
=

(
1− 2ε

log n

n

)dn
≤ e−2ε logn

n
dn = e−2εd logn.

Como ε > 1
2d

, entonces ∑
n

P

(
n

log n
εmin > ε

)
<∞,

y, entonces, aplicando el Lema de Borel-Cantell se sigue la tesis del lema

Veamos ahora la demostración del teorema. Tomemos S = [0, 1]d. Para demostrar
este teorema usaremos un resultado de Janson de 1987, relativo al radio máximo de
la bola contenida en S que no incluye ningun punto de la muestra. Formalmente, se
define como

∆n = sup{r : ∃x con B(x, r) ⊂ S \ ℵn}.
De los resultados del citado art́ıculo, se puede concluir que

ĺım
n→∞

(
n

log n

) 1
d

∆n =

(
1

ωd

) 1
d

, c.s. (1.15)

A partir de la definición de ∆n es fácil comprobar que

dH(ℵn, S) ≥ ∆n. (1.16)

Teniendo en cuenta la ecuación 1.14 se obtiene que, para cualquier εn,(
n

log n

) 1
d

dH(S, Ŝn) ≥ 1

2

{(
n

log n

) 1
d

∆n −
(

n

log n

) 1
d

εmin

}
. (1.17)

Aplicando el Lema 1.26 y teniendo en cuenta que d ≥ 2 se tiene que(
n

log n

) 1
d

εmin =

(
log n

n

) d−1
d
(

n

log n

)
εmin → 0, c.s.,

que implica, por 1.15 y 1.16, que

ĺım inf
n→∞

(
n

log n

) 1
d

dH(S, Ŝn) ≥ 1

2

(
1

ωd

) 1
d

,

lo cual concluye la prueba.
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1.5. Estimación plug-in de conjuntos de nivel

En la presente sección abordaremos el tema de la estimación de conjuntos de
nivel {f ≥ c}. Veremos el enfoque propuesto por Rodŕıguez Casal en [18], en el
cual la función f no necesariamente es una densidad, y su dominio es un espacio
métrico cualquiera. Como alĺı se menciona, hay ejemplos de interés práctico donde se
hace necesario ese enfoque. En la siguiente sección veremos el trabajo de Cuevas y
Fraiman [7]. Alĺı también se proponen estimadores basados en núcleos y se estudian
las convergencias en distancia de Hausdorff y en medida, pero se hace el estudio del
caso particular en que c = 0 es decir, del soporte propiamente dicho de la densidad.
Veamos ahora en detalle el primer enfoque propuesto por Rodriguez Casal.

1.5.1. Estimación consistente de la frontera

En esta sección se darán condiciones que permitan garantizar que

ĺım
n→∞

dH
(
∂{f ≥ c}, ∂{fn ≥ c}

)
= 0, c.s., (1.18)

donde se supone que f y fn son funciones definidas en el mismo espacio métrico M,
y toman valores reales. Además, mientras que f es una función fija, desconocida, las
funciones fn serán aleatorias y estarán definidas en el mismo espacio de probabilidad
(Ω,A, P ). Para que tenga sentido calcular la distancia de Hausdorff entre conjuntos
compactos debemos tener definida en M una métrica que denotaremos por ρ siendo
por tanto (M,ρ) un espacio métrico. Para poder establecer el resultado de conver-
gencia antes mencionado, debemos imponer la siguiente restricción a los espacios
métricos considerados.

(M1) Existe r0 > 0 tal que

∀x ∈M B(x, r) =
{
y : ρ(x, y) ≤ r

}
, 0 < r < r0,

es conexa.

Esta condición es claro que se cumple en cualquier ejemplo de interés práctico.

(f0) ∂{f ≥ c} 6= ∅.

(f1) f no tiene zonas planas de nivel c. De forma precisa, para todo x ∈ M , con
f(x) = c, existen sucesiones {un} y {ln} verificando

un → x, f(un) > c, y ln → x, f(ln) < c.

Esta condición implica, en el caso de que f sea continua, que ∂{f ≥ c} = {f =
c}. Además evita situaciones de máximos y mı́nimos locales en el nivel c. Podŕıa
darse el caso de que fn convergiera uniformemente a f y todas sus derivadas
también y no se verifique la convergencia en 1.18.

(f2) Existe c− < c tal que el conjunto {f ≥ c−} es compacto. Esta condición, además
de garantizar la compacidad de {f ≥ c} se impone para evitar situaciones de
aśıntotas horizontales en el valor c.
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Teorema 1.27. Se (M,ρ) un espacio métrico verificando (M1) y f : M → R, una
función continua verificando (f0), (f1), (f2). Sean

fn : M → R, n = 1, 2, . . .

funciones aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad (Ω,A, P ).
Supongamos que, para cada n, con probabilidad uno, fn es continua, y además

‖f − fn‖∞ = sup
x∈M
|f(x)− fn(x)| → 0, c.s.

Entonces
ĺım
n→∞

dH
(
∂{f ≥ c}, ∂{fn ≥ c}

)
= 0, c.s.

Demostración. Fijemos ε > 0 arbitrario. Debemos demostrar que, con probabilidad
uno, existe n0 tal que si n ≥ n0 entonces

(i) ∂{f ≥ c} ⊂ B
(
∂{fn ≥ c}, ε

)
,

(ii) ∂{fn ≥ c} ⊂ B
(
∂{f ≥ c}, ε

)
.

Veremos entonces que se cumplen las condiciones (i) y (ii).

(i) Como ∂{f ≥ c} es un subconjunto cerrado del conjunto compacto {f ≥ c−},
entonces también ∂{f ≥ c} es un conjunto compacto. Aśı existe

{x1, . . . , xm} ⊂ ∂{f ≥ c},

tal que

∂{f ≥ c} ⊂
m⋃
i=1

B
(
xi,

ε

2

)
. (1.19)

Ahora bien, la continuidad de f , implica que ∂{f ≥ c} ⊂ {f = c}. Entonces,
por (f1), existen sucesiones {uik}k, {lik}k verificando

ĺım
k→∞

uik = xi, f(uik) > c; ĺım
k→∞

lik = xi, f(lik) < c, i = 1, . . . ,m.

Como uik → xi existe ki1 tal que si k ≥ ki1, se verifica

ρ(uik, x
i) ≤ ε

4
, i = 1, . . . ,m. (1.20)

Sea rik = ρ(uik, l
i
k) > 0. Como ĺımk→∞ r

i
k = 0 entonces existe ki2 tal que, si k ≥ ki2,

se verifica
0 < rik < r0, rik ≤

ε

4
, i = 1, . . . ,m. (1.21)

Además como

ĺım
n→∞

fn(uik) = f(uik) > c, c.s.; ĺım
n→∞

fn(lik) = f(lik) < c, c.s.,

se tiene que, con probabilidad uno, existe nik tal que, si n ≥ nik, se verifica

fn(uik) > c, fn(lik) < c, i = 1, . . . ,m. (1.22)
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Sea ki = máx{ki1, ki2}. Si n ≥ niki = ni entonces por 1.22,

ui ∈ B(ui, ri) ∩ {fn ≥ c}, li ∈ B(ui, ri) ∩ {fn < c},

donde ui = uiki , l
i = liki y ri = riki . Como ki ≥ ki2, por 1.21, ri < r0, y, por

lo tanto, según (M1), B(ui, ri) es conexa. Aśı B(ui, ri) ∩ ∂{fn ≥ c} 6= ∅. Sea
zin ∈ B(ui, ri) ∩ ∂{fn ≥ c}. Entonces, utilizando 1.20 y 1.21,

ρ(xi, zin) ≤ ρ(xi, ui) + ρ(ui, zin) ≤ ε

4
+
ε

4
=
ε

2
, n ≥ ni.

Sea ahora x ∈ ∂{f ≥ c}. Por 1.19 existirá xi tal que ρ(x, xi) ≤ ε
2
. Aśı

d
(
x, ∂{fn ≥ c}

)
≤ ρ(x, zin) ≤ ρ(x, xi) + ρ(xi, zin) ≤ ε, n ≥ máx{n1, . . . , nm}.

Entonces

∂{f ≥ c} ⊂ B
(
∂{fn ≥ c}, ε

)
, n ≥ máx{n1, . . . , nm},

lo cual concluiŕıa la prueba de (i).

(ii) Por reducción al absurdo. Supongamos que no se verificase (ii) entonces, con
probabilidad positiva, existiŕıa una subsucesión, que denotaremos por {xn}, ve-
rificando

xn ∈ ∂{fn ≥ c}, d
(
xn, ∂{f ≥ c}

)
> ε.

Recordemos que, según (f2), existe c− < c, tal que el conjunto {f ≥ c−} es
compacto. Sea α = c− c− > 0. Dado que

‖f − fn‖∞ = sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| → 0, c.s.

Entonces, con probabilidad uno, para n suficientemente grande, se verifica

‖f − fn‖∞ ≤ α.

Aśı, para todo x ∈ {fn ≥ c}

c ≤ fn(x) ≤ f(x) + α⇒ f(x) ≥ c− α = c−.

Entonces, con probabilidad uno, para n suficientemente grande, se verifica {fn ≥
c} ⊂ {f ≥ c−}. Como, por hipótesis, {f ≥ c−} es compacto, y xn ∈ ∂{fn ≥ c} ⊂
{f ≥ c−}, entonces existirá una subsucesión convergente, que por simplicidad
en la notación seguiremos indicando con el ı́ndice n,

xn → x ∈ ∂{f ≥ c−}.

Ahora bien como, con probabilidad uno, fn es continua,

xn ∈ ∂{fn ≥ c} ⊂ {fn = c}.

Aśı

|f(x)− c| = |f(x)− fn(xn)| ≤ |f(x)− f(xn)|+ |f(xn)− fn(xn)| ≤
|f(x)− f(xn)|+ ‖f − fn‖∞.
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Por lo tanto, por la continuidad de f y la convergencia uniforme casi segura de
fn a f , se tiene que

f(x) = c,

y, por (f1), x ∈ ∂{f ≥ c}. Con lo cual

d
(
xn, ∂{f ≥ c}

)
≤ ρ(xn, x)→ 0.

Pero, por hipótesis,
d
(
xn, ∂{f ≥ c}

)
> ε,

obteniendo la contradicción que buscábamos.

La convergencia uniforme en todo M puede necesitar, en algunos casos, condicio-
nes relativamente restrictivas sobre la función f . Por ejemplo, en el espacio eucĺıdeo
d-dimensional si f es una densidad uniformemente continua entonces existen estima-
dores fn que convergen uniformemente de forma casi segura a f , véase por ejemplo,
Devroye y Penrod (1986). No obstante cuando la función no cumple esas condiciones
de regularidad se puede demostrar resultados análogos a los del teorema anterior,
restringiéndonos a un compacto K y pidiendo convergencia uniforme en K. Dichos
resultados que aqúı omitiremos se pueden encontrar en la tesis doctoral de Rodriguez
Casal.

1.5.2. Consistencia en medida

Sean L(c) y Ln(c) los conjuntos de nivel poblacional y estimado respectivamente,
es decir,

L(c) = {f ≥ c}, (1.23)

Ln(c) = {fn ≥ c}, (1.24)

que en los sucesivo, cuando no exista confusión, denotaremos por L y Ln, la pregunta
es entonces si dµ(Ln, L)→ 0 en probabilidad o c.s. Antes de responder a esta pregun-
ta, vamos a definir un espacio de medida (M,F, µ), además, para que la diferencia
simétrica L4Ln, sea medible será suficiente que tanto f como fn sean medibles. Pa-
rece claro que si deseamos que Ln aproxime el conjunto L en medida entonces los
conjuntos construidos a partir de pequeñas desviaciones de f del valor c debeŕıan
tener una medida pequeña. Esto se garantiza con las condiciones

µ
(
{f = c}

)
= 0, (1.25)

y, para algún ε0 > 0
µ
(
{c− ε0 ≤ f < c+ ε0}

)
<∞. (1.26)

Bajo estas condiciones será suficiente que las funciones fn converjan a f , de forma
casi segura, en algún Lp(µ) tal como se demuestra en el siguiente teorema.
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Teorema 1.28. Sea (M,F, µ) un espacio de medida y f : M → R, una función
medible verificando las condiciones 1.25, y 1.26. Sean

fn : M → R, n = 1, 2 . . . ,

funciones aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad (Ω,A, P ). Supon-
gamos que, para cada n, con probabilidad uno, fn es medible. Además supongamos
que, para algún 1 ≤ p ≤ ∞

f, fn ∈ Lp(µ) y ‖f − fn‖p → 0, c.s.

Entonces
dµ(L,Ln)→ 0, c.s.

Demostración. Sea ε > 0 arbitrario. Para cada n ∈ N definamos el conjunto

En,ε =
{
x : |f(x)− fn(x)| ≤ ε

}
.

Es claro que, con probabilidad uno, todos los conjuntos de las familias

{En,ε, n = 1, 2, . . . }, {L4Ln, n = 1, 2, . . . },

son medibles. En este caso

µ(L4Ln) = µ(L4Ln ∩ En,ε) + µ(L4Ln ∩ Ec
n,ε).

Como
L4Ln ∩ En,ε ⊂ {c− ε ≤ f < c+ ε},

entonces
µ(L4Ln) ≤ µ

(
{c− ε ≤ f < c+ ε}

)
+ µ(Ec

n,ε). (1.27)

Se verifica que
ĺım
n→∞

µ(Ec
n,ε) = 0, c.s. (1.28)

En efecto, si p =∞, como

µ(Ec
n,ε) > 0⇔ ‖f − fn‖∞ ≥ ε,

entonces, con probabilidad uno, existe n0 tal que, si n ≥ n0,

µ(Ec
n,ε) = 0.

Si 1 ≤ p <∞

µ(Ec
n,ε) =

∫
IEcn,εdµ ≤

1

εp

∫
|f(x)− fn(x)|pµ(dx)→ 0, c.s.

Esto concluye la prueba de 1.28. Por tanto por 1.27 y 1.28, obtenemos que, para
cualquier ε > 0,

ĺım sup
n→∞

µ(L4Ln) ≤ µ
(
{c− ε ≤ f < c+ ε}

)
, c.s.
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Finalmente, por 1.25 y 1.26,

ĺım
ε→0

µ
(
{c− ε ≤ f < c+ ε}

)
= 0.

con lo cual
ĺım
n→∞

µ(L4Ln) = 0, c.s.

que es lo que queriamos demostrar.

Veamos un corolario para el caso en que f es una densidad.

Corolario 1.29. Sea (M,F, µ) un espacio de medida donde µ es una medida σ-
finita. Sea ν una medida de probabilidad en (M,F) absolutamente continua respecto
a µ donde f es su función de densidad respecto a µ, esto es

ν(A) =

∫
A

fdµ, A ∈ F.

Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad y

fn : Ω×M → R, n = 1, 2, . . .

una sucesión de funciones tales que, para cada n, fn es una función medible en el
espacio de medida producto (Ω ×M,A × F, P × µ). Supongamos que, para cada n
y ω ∈ Ω, fn(ω, ·) es una funcion de densidad con respecto a µ, es decir, existe una
medida de probabilidad νn en (M,F) verificando

vn(A) =

∫
A

fn(ω, x)µ(dx), A ∈ F.

Si
fn(x)→ f(x), c.s.(P ),

salvo, a lo sumo, en un conjunto de medida µ cero y se verifican las condiciones 1.59
y 1.59 entonces

dµ(L,Ln)→ 0, c.s.(P ).

Demostración. El Teorema de Scheffé nos asegura que, para una sucesión de den-
sidades fija, es suficiente la convergencia puntual de dicha sucesión a una densidad
para garantizar la convergencia en L1. En el Teorema de Glick (véase, por ejemplo,
Devroye y Györfi 1985) se prueba que, para densidades con respecto a la medida de
Lebesgue en el espacio eucĺıdeo, la convergencia puntual casi segura es suficiente para
garantizar al convergencia en L1 de forma casi segura. En este corolario lo que se hace
es aplicar esas ideas al contexto mas general.

Por hipótesis, salvo un conjunto de medida µ cero se verifica

P
(
{ω : fn(ω, x) 9 f(x)}

)
= 0

Aśı ∫
Ω

I{(ω,x): fn(ω,x)9f(x)}P (dω) = 0, c.s(µ),
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y, por lo tanto ∫
M

∫
Ω

I{(ω,x): fn(ω,x)9f(x)}P (dω)µ(dx) = 0.

Por el Teorema de Fubini∫
M

∫
Ω

I{(ω,x): fn(ω,x)9f(x)}P (dω)µ(dx) =

∫
Ω

∫
M

I{(ω,x): fn(ω,x)9f(x)}µ(dx)P (dω)

Aśı ∫
M

I{(ω,x): fn(ω,x)9f(x)}µ(dx), c.s(P ).

Entonces existe Ω′ ⊂ Ω con P (Ω′) = 1 para el cual si ω ∈ Ω′ se verifica

fn(ω, x)→ f(x), c.s(µ),

y, por el Lema de Scheffé ∫
M

|f(x)− fn(ω, x)|µ(dx)→ 0.

Por lo tanto estamos en condiciones de aplicar el teorema anterior para el caso p = 1,
de donde se sigue el corolario.

1.5.3. Tasas de convergencia

Obtendremos, a partir de imponer condiciones sobre f , tasas de convergencia casi
segura para

dH
(
∂{f ≥ c}, ∂{fn ≥ c}

)
.

Estas tasas de convergencia serán del orden de

‖f − fn‖∞ = sup
x∈M
|f(x)− fn(x)|.

La condición es

(T) Existe γ > 0 y L > 0 tal que si |t− c| ≤ γ entonces

dH
(
{f = c}, {f = t}

)
≤ L|t− c|.

Esta condición implica, en particular, la condición (f1). Aśı, también en este caso,
cuando f es continua, tendremos que ∂{f ≥ c} = {f = c}. Además es fácil ver que se
excluye la posibilidad de que f posea aśıntotas horizontales. Cuando {f = c} es claro
que, bajo (T), f verificará la condición (f2). Cuando la función f verifica la condición
(T) podremos calcular las tasas de convergencia de ∂{fn ≥ c} como se demuestra en
el siguiente teorema.

Teorema 1.30. Sea (M,ρ) un espacio métrico verificando (M1) y

f : M → R,
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

una función verificando la condicion (T). Sean

fn : M → R, n = 1, 2, . . .

funciones aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad (Ω,A, P ).
Supongamos que, para cada n, con probabilidad uno, fn es continua y además

‖f − fn‖∞ = sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| → 0, c.s.

Entonces, si ∂{f ≥ c} 6= ∅, se verifica

dH
(
∂{f ≥ c}, ∂{fn ≥ c}

)
= O(‖f − fn‖∞), c.s.

Demostración. En primer lugar acotaremos

sup
x∈∂{f≥c}

d
(
x, ∂Ln(c)

)
.

Sea x ∈ ∂{f ≥ c}. Definamos εn = 2‖f − fn‖∞. Como, casi seguro, εn → 0, se tiene
que, con probabilidad uno, existe n0 (independiente de x) tal que, si n ≥ n0, εn ≤ γ.
En este caso, por la propiedad (T), existen un ≡ uεnx y ln ≡ lεnx verificando

f(un) = c+ εn, ρ(x, un) ≤ Lεn; f(ln) = c− εn, ρ(x, ln) ≤ Lεn.

No es restrictivo, para el propósito de acotar ρ(x, ∂Ln(c)), suponer que ‖f−fn‖∞ > 0.
En este caso

fn(un) = f(un) + fn(un)− f(un) = c+ εn + fn(un)− f(un) ≥ c+ εn − ‖f − fn‖∞
= c+ 2‖f − fn‖∞ − ‖f − fn‖∞ > c.

Análogamente se prueba que fn(ln) < c. En virtud de (M1) y como, con probabi-
lidad uno εn → 0, podemos suponer que B

(
un, ρ(un, ln)

)
es conexa, en cuyo caso

existirá zn ∈ ∂{fn ≥ c} tal que zn ∈ B
(
un, ρ(un, ln)

)
y, por lo tanto,

ρ(zn, x) ≤ ρ(zn, un) + ρ(un, x) ≤ ρ(un, ln) + ρ(un, x) ≤ ρ(un, x) + ρ(x, ln) + ρ(un, x)

≤ 3Lεn = 6L‖f − fn‖∞.

Aśı, si n ≥ n0,
sup

x∈∂{f≥c}
d
(
x, ∂Ln(c)

)
≤ 6L‖f − fn‖∞. (1.29)

En segundo lugar acotaremos

sup
x∈∂Ln(c)

d(x, ∂L(c)).

Sea x ∈ ∂{fn ≥ c}. Como, con probabilidad uno, fn es continua entonces

fn(x) = c, c.s.,

y, por tanto,
|f(x)− c| = |f(x)− fn(x)| ≤ ‖f − fn‖∞, c.s.
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Recordemos que, si n ≥ n0, se verifica εn ≤ γ. Entonces, por (T),

d
(
x, ∂L(c)

)
≤ L|f(x)− c| ≤ L‖f − fn‖∞, n ≥ n0.

Aśı, si n ≥ n0,
sup

x∈∂Ln(c)

d
(
x, ∂L(x)

)
≤ L‖f − fn‖∞. (1.30)

Utilizando 1.29 y 1.30 obtenemos

dH
(
∂{f ≥ c}, ∂{fn ≥ c}

)
= O(‖f − fn‖∞), c.s.,

que es lo que queŕıamos demostrar.

1.6. Estimación plug-in del soporte de una densidad

En las secciones anteriores estudiamos la estimación de conjuntos de nivel {f ≥ c}
donde c era un número real cualquiera. El objetivo de esta sección es presentar los
resultados de Cuevas y Fraiman, ver [5], en dicho trabajo se propone estimar {f ≥ 0}
por {f̂n ≥ αn} siendo f̂n un estimador de f y αn una sucesión de números reales, y
hacer tener αn a 0. Para la consistencia en medida del estimador no será necesario que
f̂n sea un estimador basado en núcleos. Śı lo será para la convergencia en distancia
de Hausdorff como veremos en las siguientes secciones.

1.6.1. Consistencia en Medida

Los resultados de esta sección, referentes a la consistencia en medida del estimador,
serán universales, significando esto que no serán necesarias hipótesis sobre S, excepto
algunas muy elementales para evitar casos patológicos. A f y fn le pediremos las
siguientes hipótesis:

(S1) Si E0 = {x ∈ S : f(x) = 0} entonces la medida de Lebesgue µL(E0) = 0. Esta
hipótesis es solamente para evitar casos patológicos, ejemplo de esto seŕıa el caso
en que tuviéramos un A ∈ [0, 1] abierto y denso en [0, 1] tal que 0 < µL(A) < 1.
Si tomaramos f la densidad de una variable con distribución uniforme en A y
nula en Ac entonces el soporte de f seŕıa todo el intervalo [0, 1] y µ(E0) > 0.

(R1) α−1
n

∫
|fn − f | → 0 c.s. (resp., en probabilidad).

(R2) ρn
∫
|fn − f | → 0 en probabilidad, donde ρn es una sucesión tal que

ρn →∞ y ρnαnan → 0 donde an = µL({f ≤ 2αn} ∩ S).

Veamos ahora una definición que nos permitirá clasificar las densidades según la
velocidad en que decrecen a 0. Mas precisamente:

Definición 1.31. Sea f una densidad en Rd con soporte compacto S, y γ > 0.
Denotemos f ∗(t) = µL({f < t} ∩ S). Decimos que f tiene orden γ de decaimiento si
f ∗(t) tiene el mismo orden (cuando t→ 0+) que tγ, esto es,

0 < ĺım inf
t→0+

f ∗(t)

tγ
≤ ĺım sup

t→0+

f ∗(t)

tγ
= c,
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para alguna constante c.

Denotaremos como Sγ(S) el espacio de las densidades con soporte S y orden de
decaimiento γ. Denotemos:

S∞(S) = {f : f ∗(t) = o(tγ) cuando t→ 0+, para todo γ > 0}.

Teorema 1.32. Sea f una densidad en Rd con soporte compacto S. Dada una su-
cesión {fn}n≥1 de estimadores de densidad, definimos una sucesión de estimadores
Sn = {fn > αn}, donde αn → 0.

(a) Si se verifican (S1) y (R1), entonces dµ(Sn, S)→ 0 c.s. (resp, en probabilidad).

(b) Si se verifica (R2), entonces βndµ(Sn, S)→ 0, en probabilidad, donde

βn =
1

an + (ρnαn)−1
. (1.31)

(c) Supongamos que f ∈ Sγ(S) y que (R2) se verifica con ρn = nρ (ρ > 0), tomemos
αn = n−α, donde 0 < α < ρ y ρ− α < αγ. Entonces

nρ−αdµ(Sn, S)→ 0 en probabilidad.

Si f ∈ S∞(S), entonces la estimación de S tiene orden nβ para β < ρ.

Demostración. Definamos An =
{
x : |fn(x) − f(x)| ≥ αn

}
. Considerando una

partición adecuada de Sn4S y tomando en cuenta que µL(Sn ∩ Sc ∩ Acn) = 0 y
Scn ∩ S ∩ Acn ⊂ {f ≤ 2αn} ∩ S, obtenemos que

dµ(Sn, S) ≤ µL(An) + µL(Scn ∩ S ∩ Acn) ≤ µL(An) + an.

De (S1) an ↓ 0, ya que {f ≤ 2αn} ∩S ↓ E0. Sabemos también que µL(An)→ 0, a.s. :
esto se sigue inmediatamente de (R1), ya que

α−1
n

∫
|fn − f | ≥ µL(An) + α−1

n

∫
Acn

|fn − f |.

Esto concluye la prueba de la parte (a). Para demostrar (b), observemos que para
todo δ > 0 y n suficientemente grande

P
(
βndµ(Sn, S) > δ

)
≤ P

(
µL(An) + an >

δ

βn

)
≤ P

(
1

αn (δ/βn − an)

∫
|fn − f | > 1

)
,

donde hemos usado que δ/βn − an es positiva para n suficientemente grande, que se
sigue de que ρnanαn → 0. Luego, de (R2) se sigue la convergencia a 0 de la última
expresión de la desigualdad anterior.

La parte c) se sigue de 1.31, ya que αn = n−α, la hipótesis f ∈ Sγ(S) implica que
la sucesión an es de orden nαγ y, por lo tanto, βn es de orden nρ−α.

Observación 1.33. Es claro que la sucesión an en (R2) depende de la forma en que
f decrece a 0. f(x) > a > 0 para todo x y an = 0 a partir de cierto n, será el mejor
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caso a la hora de estimar S. En general cuanto mas lento decrezca an a 0 peor será el
orden de convergencia βn que se puede obtener de acuerdo al teorema anterior. Esto es
intuitivo si pensamos que an decrecerá lento a 0 cuando f tenga zonas de medida muy
grande según µL pero de probabilidad muy baja. Observemos, respecto a la parte (c),
que, si bien al tener β = nρ−α es claro que el orden mejorara cuanto mas pequeño sea
α, la cota αγ va en la dirección opuesta. Por lo tanto es también de esperar que en el
caso en que f ∈ S∞(S) vamos a poder estimar el soporte a un orden arbitrariamente
cerca de nβ.

órdenes de convergencia para la distancia en medida

En esta subsección vamos a presentar un resultado referente a la velocidad de
convergencia en medida, del estimador propuesto. Para eso será necesario imponer
restricciones de forma a S. Consideremos Sh = S ⊕ hB, y la función ∆(S, h) =
µL(Sh) − µL(S). Esta función nos da alguna idea de la forma de ∂S, cuanto mas
simple sea, mas pequeña será ∆(S, h). En el caso en que S es una unión de conjuntos
convexos se demuestra que ∆(S, h) = O(h) (ver [3]). Para esta sección fn serán
estimadores de tipo núcleo de la forma.

f̂n =
1

nhn

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
≡ 1

n

n∑
i=1

Kh(x−Xj),

donde h = hn, K es la función núcleo y Kh = (1/hd)K(t/h).
Vamos a pedir la siguiente condición sobre el núcleo K:

(K) c1IB(0,r1)(t) ≤ K(t) ≤ c2IB(0,r2)(t) siendo c1 y c2 constantes positivas y 0 < r1 <
r2. Donde IA denota la función indicatriz del conjunto A.

Notación: Denotemos, para ε > 0, R(S, ε) el número mı́nimo de bolas de radio ε,
centradas en puntos de S, necesarias para cubrir S.

Teorema 1.34. Sea Sn = {f̂n > αn}, donde f̂n es un estimador basado en núcleos,
cuyo núcleo K verifica (K1). Supongamos que existe a > 0 tal que f > a > 0 en S,
supongamos además que S es estándar, recordemos que, esto significa que para todo
λ > 0, existe δ ∈ (0, 1) tal que

µL
(
B(x, ε) ∩ S

)
≥ δµL

(
B(x, ε)

)
∀x ∈ S, 0 < ε ≤ λ. (1.32)

Entonces

E
(
dµ(Sn, S)

)
≤ c3h

d
nR(S, r1hn/2) exp(−c4nh

d
n) + ∆(S, r2hn),

a partir de cierto n, donde c3 y c4 son constantes positivas. Como una consecuencia
directa, si asumimos que ∆(S, hn) = O(hn) cuando hn tiende a 0, tenemos que

E
(
dµ(Sn, S)

)
= O

(
exp(−c4nh

d
n) + hn

)
.

Por lo tanto si se elige hn adecuadamente, se puede obtener un orden de tipo E
(
dµ(Sn, S)

)
=

O(n−s) con 0 < s < 1/d.
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Demostración. Tenemos que

µL(Sn4S) = µL
(
{f̂n > αn, f = 0}

)
+ µL

(
{f > 0, f̂n ≤ αn}

)
. (1.33)

Por (K1), si x ∈ (Sr2h)c, entonces f̂n(x) = 0 c.s. Por lo tanto

µL
(
{f̂n > αn, f = 0}

)
≤ µL(Sr2hn)− µL(S) = ∆(S; r2hn) c.s. (1.34)

Para acotar el segundo término de 1.33 consideremos un cubrimiento minimal de
S con bolas B(Zj, r1hn/2), Zj ∈ S, j = 1, . . . , R(S; r1hn/2). Denotemos Bj :=
B(Zj, r1hn/2) y R := R(S, r1hn/2). Entonces

µL(S ∩ Scn) ≤ µL

(( R⋃
j=1

Bj

)
∩ Scn

)
≤

R∑
j=1

µL(Bj ∩ Scn). (1.35)

Sea

An,j =

{
1

nhdn

n∑
i=1

IBj(Xi) >
αn
c1

}
.

Obsérvese que si ω ∈ An,j, entonces Bj∩Scn(ω) = ∅, para ver esto sea t ∈ Bj, entonces

1

nhdn

n∑
i=1

K

(
t−Xi

hn

)
≥ 1

nhdn

n∑
i=1

c1IB(t,r1hn)(Xi)

=
c1

nhdn
#
{
i : Xi ∈ B(t, r1hn)

}
≥ c1

nhdn
#
{
i : Xi ∈ Bj

}
> αn.

Luego, anotando λ1 = µL
(
B(0, 1)

)
, tenemos que

E

(
R∑
j=1

µL(Bj ∩ Scn)

)
≤ E

(
R∑
j=1

IAcn,jλ1

(
r1hn

2

)d)

=
R∑
j=1

hdnλ1

(r1

2

)d
P (Acn,j).

Lo que haremos ahora será acotar P (Acn,j). Si δ es la constante de estandaridad,
tomamos λ ≥ supn r1hn/2; y f > a > 0 en S tenemos que

pj,n := pj = E
(
IBj(Xi)

)
= P (Xi ∈ Bj) > aδ

(
r1hn

2

)d
λ1 := a1h

d
n,

de donde pj/2− αnhdn/c1 > a1h
d
n/2− αnhdn/c1, luego, ya que αn → 0 y a1 > 0, existe

n0 tal que pj/2− αnhdn/c1 > 0, para todo n ≥ n0 y

P (Acn,j) = P

(
n∑
i=1

(
pj − IBj(Xi)

)
≥ npj −

nhdnαn
c1

)

≤ P

(
n∑
i=1

(
pj − IBj(Xi)

)
≥ npj

2

)
para n suficientemente grande.
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Si usamos una desigualdad de tipo Bernstein, obtenemos que

P (Acn,j) ≤ 2 exp

(
−3npj

28

)
. (1.36)

Entonces, si pj > a1h
d, de 1.36 y 1.34, anotando c3 = 2λ1r

d
12−d, c4 = 3a1/28 se sigue

la tesis.

1.6.2. Consistencia en distancia de Hausdorff

En esta sección veremos resultados referentes a la consistencia en distancia de
Hausdorff del estimador propuesto anteriormente, para el caso en que f̂n es de tipo
núcleo. Serán necesarias las siguientes hipótesis sobre el núcleo.

(K2) K es una densidad acotada, uniformemente Lipschitz en Rd, tal que ‖t‖dK(t) es
acotado y existen constantes positivas c1, r1 tal que

c1IB(0,r1)(u) ≤ K(u), (1.37)

donde IA denota la función indicatriz del conjunto A.

(K3) K(u) es una función decreciente de ‖u‖ tal que ‖u‖d+1K(u)→ 0 cuando ‖u‖ →
∞.

(H1) hn → 0 y nhdn/ log n→∞, cuando n→∞.

Usaremos también la hipótesis de que K tiene soporte compacto, significando
esto que es 0 fuera de un conjunto compacto.

Teorema 1.35. Supongamos que el soporte S es compacto y estándar, y que f es
acotada y existe a > 0 tal que f > a > 0 en S. Si suponemos (K2),(K3) y (H1),
entonces

βndH(Sn, S)→ 0 c.s. (1.38)

para toda sucesión βn → ∞ tal que βnhn → 0 y {βd+1
n hn/αn} es acotada. Esta con-

clusión también se cumple si (K3) se remplaza por la hipótesis de que K tiene soporte
compacto. En este caso la hipótesis de que {βd+1

n hn/αn} sea acotada no es necesaria
y se obtiene cualquier orden βn de tipo o

(
(n/ log n)1/d

)
tomando hn adecuadamente.

Demostración. Veamos que

∃a0 tal que ı́nf
x∈S

f̂n(x) > a0 a partir de un cierto n c.s. (1.39)

Usando que S es estándar , que f > a > 0 en S y (K2), tenemos que, para todo
x ∈ S y hn < r1,

E
(
f̂n(x)

)
=

∫
Kh(x− t)f(t)dt ≥ a

∫
S

Kh(x− t)dt

≥ c1a

∫
S

1

hdn
IB(0,r1)

(
x− t
hn

)
dt ≥ c1a

hdn
δµL

(
B(x, r1hn)

)
=
c1a

hdn
δµL

(
B(0, 1)

)
rd1h

d
n := 2a0 > 0.
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

Luego 1.39 se sigue si demostramos

sup
x

∣∣∣f̂n(x)− E
(
f̂n(x)

)∣∣∣→ 0 c.s., cuando n→∞.

La demostración de éste resultado, bajo la hipótesis (H1) y (K2) puede encontrarse
en Prakasa Rao [(1983), páginas 185-187], ver [17].
Para demostrar 1.38, sea ε > 0, veremos que Sn ⊂ Sε/βn c.s. a partir de un cierto n.
Para ver esto, observemos que para todo x 6= 0,

1

hdn
K

(
x

‖x‖
ε

βnhn

)
=
βd+1
n hn
εd+1

K

(
x

‖x‖
ε

βnhn

)(
ε

βnhn

)d+1

.

Dado que βnhn → 0, {βd+1
n hn/αn} es acotado, y (K3) tenemos que

∀ε > 0 ∃n1 : Kh

(
x

‖x‖
ε

βn

)
< αn ∀n > n1, ∀x 6= 0 (1.40)

Nótese que, si K tiene soporte compacto, 1.40 se verifica, sin necesidad de pedir que
{βd+1

n hn/αn} sea acotado. Si x ∈ S y n > n1, 1.40 y la hipótesis de que K es una
función decreciente de ‖x‖ implica que existe Xj (∈ S c.s.) tal que

Kh(x−Xj) > αn y ‖x−Xj‖ <
ε

βn
,

lo cual implica que Sn ⊂ Sε/βn c.s. para n > n1. Por otro lado, como αn → 0, y 1.39

implica que S ⊂ Sn, y por supuesto S ⊂ S
ε/βn
n , para n suficientemente grande, c.s..

Obtenemos entonces que

S ⊂ Sε/βnn y Sn ⊂ Sε/βn a partir de un cierto nc.s., ε > 0

Observemos que se puede obtener cualquier orden βn de tipo o(n/ log n)
1
d tomando

hn = o(β−1
n ) y o(hn) = (log n/n)

1
d . Se puede demostrar, ver [7], que el resultado

anterior no puede mejorarse, la demostración es similar a la del Lema 1.26.

1.7. Estimación de conjuntos α-convexos

En esta sección veremos algunos resultados referentes a la estimación de conjuntos
α-convexos, resultados que se encuentran en [19]. Como se dijo, esta hipótesis es una
generalización intuitiva de la idea de convexidad, y es equivalente a pedir que ruede
libremente una bola por el complemento del conjunto. Si bien la hipótesis es menos
restrictiva que la convexidad, se obtienen los mismos órdenes de convergencia.

1.7.1. El estimador

Si observamos las equivalencias del teorema 1.11 es natural estimar el soporte S
de una distribución PX a partir de una muestra ℵn = {X1, . . . , Xn}, para el caso en
que S es α-convexo, por su capsula α-convexa:

Cα(ℵn) = (ℵn ⊕ α
◦
B)	 α

◦
B . (1.41)
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Observemos que para el caso en que S es α-convexo se cumple que Cα(ℵn) ⊂ S.
Impĺıcitamente estamos suponiendo que el valor de α es conocido pero ésto no es
problema, ya que si S es α-convexo, es λ-convexo para todo λ ≤ α. De modo que para
el caso en que α es desconocido podemos tomar αn → 0 y considerar Cαn(ℵn). Este
caso será estudiado más adelante. Análogamente a lo que pasaba con el estimador de
Devroye y Wise, es de esperarse que αn deba decrecer a 0 pero no demasiado rápido.
Veamos ahora algunos resultados respecto de la consistencia del estimador.

Teorema 1.36. Sea X1, X2, . . . una sucesión de vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en Rd con distribución común PX y soporte S. Supongamos
que S es compacto y estándar respecto de PX . Sea Ŝn un estimador de S, tal que para
n suficientemente grande

ℵn ⊂ Ŝn ⊂ S,

entonces, con probabilidad uno

dH(S, Ŝn) = O

((
log n

n

)1/d
)
.

Demostración. Por hipótesis, para n suficientemente grande ℵn ⊂ Ŝn ⊂ S y por lo
tanto dH(S, Ŝn) ≤ dH(ℵn, S), luego, el teorema es una consecuencia inmediata del
Teorema 1.22.

Corolario 1.37. Como corolario inmediato obtenemos que, bajo las hipótesis del
teorema anterior dH

(
S,Cr(ℵn)

)
= O

(
(log /n)1/d

)
.

Si además pedimos que S esté en las hipótesis del Teorema 1.11 el resultado ante-
rior se puede mejorar:

Teorema 1.38. Sea X1, X2, . . . una sucesión de vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en Rd con distribución común PX absolutamente continua
respecto de la medida de Lebesgue, µL, sea f la densidad de PX y S su soporte.
Supongamos que f está en las hipótesis del teorema 1.11. Supongamos además que
existe a > 0 tal que f > a > 0 en S, entonces, con probabilidad 1

dH
(
S,Cr(ℵn)

)
= O

((
log n

n

)2/(d+1)
)
.

Los mismos órdenes se verifican para dH
(
∂S, ∂Cr(ℵn)

)
y dµ

(
S,Cr(ℵn)

)
.

Demostración. La demostración será consecuencia de 2 proposiciones, veamos la pri-
mera.

Proposición 1.39. Sea S un conjunto en las hipótesis del Teorema 1.11, sea εn → 0
tal que

P
(
∂S ⊂ B(Zn, 2εn), a partir de un cierto n

)
= 1,

donde Zn =
{
Xi ∈ ℵn : d(Xi, ∂S) ≤ ε2

n

}
. Entonces, con probabilidad uno, dH

(
S,Cr(ℵn)

)
,

dH
(
∂S, ∂Cr(ℵn)

)
y dµ

(
S,Cr(ℵn)

)
son de orden ε2

n.
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Demostración. La demostración de esta proposición se basa en 3 lemas, el primero
de ellos es muy útil desde el punto de vista geométrico.

Lema 1.40. Sea S un conjunto en las hipótesis del Teorema 1.11. Sea y ∈ Sc, tal que
d(y, S) = r− δ, para algún 0 ≤ δ < r. Si x ∈ S verifica d(x, ∂S) ≤ δ/2 y ‖x−y‖ ≥ r,
entonces, la proyección s, de y sobre S, verifica que

‖x− s‖ ≥
√
rδ

2
.

Demostración. Sea η el vector normal saliente de S en el punto s ∈ ∂S, es fácil ver
que

y = s+ (r − δ)η,
y

B(t, s) ⊂ S con t = s− rη.
Observemos que, por las hipótesis sobre x

r2 ≤ ‖x− y‖2 = ‖x− s− (r − δ)η‖2 = ‖x− s‖2 − 2(r − δ)〈x− s, η〉+ (r − δ)2,(
r − δ

2

)2

≤ ‖x− t‖2 = ‖x− s+ rη‖2 = ‖x− s‖2 + 2r〈x− s, η〉+ r2.

La segunda desigualdad se sigue de que d(x, ∂S) ≤ δ/2 y B(t, r) ⊂ S. Estas dos
últimas desigualdades pueden rescribirse como

‖x− s‖2 − 2(r − δ)〈x− s, η〉 ≥ 2rδ − δ2,

‖x− s‖2 + 2r〈x− s, η〉 ≥ − rδ +
δ2

4
.

Si multiplicamos la primera desigualdad por r, la segunda por r − δ las sumamos, y
dividimos todo por 2r − δ obtenemos que

‖x− s‖2 ≥ 2r2δ − rδ2 − r(r − δ)δ + (r − δ)δ2/4

2r − δ
=
r2δ + (r − δ)δ2/4

2r − δ
≥ rδ

2
.

lo que concluye la demostración del lema.

Veamos ahora otro lema, que surge como una aplicación del anterior, y que también
tiene una interpretación geométrica clara y es de importancia en la demostración del
Teorema. Intuitivamente nos da una cota para la distancia que puede meterse dentro
del conjunto, una bola centrada en el exterior, sin intersecar puntos de la muestra.

Lema 1.41. Sea ∂S ⊂ B(Zn, 2εn). Si y ∈ Sc cumple que d(y, S) = r − δ con
máx(2, 8/r)ε2

n < δ < r entonces

◦
B(y, r) ∩ ℵn 6= ∅.
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Demostración. Sea s la proyección de y sobre S. La hipótesis ∂S ⊂ B(Zn, 2εn) implica
que existe Xi ∈ Zn tal que ‖Xi − s‖ ≤ 2εn. Recordemos que d(Xi, ∂S) ≤ ε2

n < δ/2.
Por lo tanto si ‖Xi − y‖ ≥ r, por el Lema anterior, tenemos que

‖Xi − s‖ ≥
√
rδ

2
≥ 2εn,

lo cual es absurdo. Por lo tanto hemos probado que ‖Xi − r‖ < r lo cual concluye la
prueba.

El siguiente lema nos da una cota inferior para Cr(ℵn).

Lema 1.42. Supongamos que ∂S ⊂ B(Zn, 2εn) y dH(ℵn, S) < r. Entonces

S 	 (Lε2
nB) ⊂ Cr(ℵn), L ≥ máx(2, 8/r).

Demostración. Supongamos que existe x ∈ S 	 (Lε2
nB) que no pertenezca a Cr(ℵn).

En este caso, existe un y ∈ Sc tal que
◦
B (y, r) ∩ ℵn = ∅ y x ∈

◦
B (y, r). Por el Lema

1.41, sabemos que d(y, S) ≥ r−máx(2, 8/r)ε2
n. Sea z ∈ [x, y]∩∂S donde [x, y] denota

el segmento entre los puntos x e y.
Tenemos que

‖x− z‖ ≥ Lε2
n,

‖z − y‖ ≥ r −máx(2, 8/r)ε2
n,

lo cual es absurdo ya que

r > ‖x− y‖ = ‖x− z‖+ ‖z − y‖ ≥ r −máx(2, 8/r)ε2
n + Lεn ≥ r.

Por lo tanto, todo x ∈ S 	 (Lε2
nB) está en Cr(ℵn).

Veamos ahora la demostración de la proposición. Por el Lema 1.42 tenemos que,
con probabilidad 1, para n suficientemente grande

S 	 Lε2
nB ⊂ Cr(ℵn) ⊂ S, L ≥ máx(2, 8/r). (1.42)

Por el Teorema 1.11, el conjunto S cumple, (ε ≤ r) la condición

S = (S 	 εB)⊕ εB. (1.43)

Si Lε2
n ≤ r

S = (S 	 Lε2
nB)⊕ Lε2

nB ⊂ Cr(ℵn)⊕ Lε2
nB.

Luego, dado que S es r-convexo, Cr(ℵn) ⊂ S, y

dH
(
S,Cr(ℵn)

)
≤ Lε2

n.

La distancia en medida puede acotarse de forma similar. De 1.43 tenemos que

µ
(
Cr(ℵn)4S

)
≤ µ

(
S \ (S 	 Lε2

nB)
)
.

Como µ(S)−µ(S	εB) = O(ε), (ver Ec. (6), en [21]), obtenemos que µ
(
Cr(ℵn)4S

)
=

O(ε2
n). Las cotas para los bordes se siguen de 1.42 y 1.43.
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Proposición 1.43. Para c > 0 suficientemente grande.

P
(
∂S ⊂ B(Zn, 2εn), a partir de un cierto n

)
= 1, (1.44)

donde εn = (c log n/n)
1
d+1 y Zn =

{
Xi ∈ ℵn : d(Xi, ∂S) ≤ ε2

n

}
.

Demostración. Se puede demostrar (ver [11]) que

P
(
∂S * B(Zn, 2εn)

)
≤ D(S, εn)Π(S,Zn, εn), ε > 0,

donde D(S, ε) = máx{#F : F ⊂ ∂S, ‖x − y‖ > ε, para x, y ∈ F, diferentes} y
Π(S,Zn, ε) = sups∈∂S P

(
B(s, ε)∩Zn = ∅

)
donde #F denota el cardinal del conjunto

F . Es fácil demostrar que D(S, ε) es de orden ε−d. Luego para ver 1.44 es suficiente
demostrar que

∞∑
n=1

ε−dn Π(S, Zn, εn) <∞ (1.45)

Para cada s ∈ ∂S tenemos que

P
(
B(s, εn) ∩ Zn = ∅

)
= P

(
n⋂
i=1

{
Xi /∈ B(∂S, ε2

n) ∩B(s, εn)
})

=
(

1− PX
(
B(∂S, ε2

n) ∩B(s, εn)
))n

≤ exp
(
− nPX

(
B(∂S, ε2

n) ∩B(s, εn)
))
,

la última igualdad sale de usar que (1 − x)n ≤ exp(−nx), para 0 ≤ x ≤ 1. Por lo
tanto como f es acotada por abajo en S, tenemos que si

µ
(
S ∩B(∂S, ε2) ∩B(s, ε)

)
≥ αεd+1, ∀ε ∈ [0, β], ∀s ∈ ∂S,

para algunas constantes α, β > 0, se seguiŕıa inmediatamente 1.45, y por lo tanto
también 1.44. Queda entonces demostrar esto último.

Lema 1.44. Sea S un conjunto en las hipótesis del Teorema 1.11. Entonces, existen
constantes α, β > 0 tal que

µ
(
S ∩B(∂S, ε2) ∩B(s, ε)

)
≥ αεd+1, ∀ε ∈ [0, β], ∀s ∈ ∂S.

Demostración. Sea s ∈ ∂S. Para 0 < h < r definimos C(h) = R(h) ∩ B(s− rη(s), r)
donde R(h) es el rectángulo

{
x ∈ Rd : −h ≤ 〈x − s, η(s)〉 ≤ 0

}
y η(s) es el vector

normal saliente de S en s. Veremos que existe una constante A > 0 que depende sólo
de d y r, tal que, para h suficientemente pequeño

µ
(
C(h)

)
≥ Ah(d+1)/2. (1.46)

Probaremos también que, si hε = mı́n{ε2/2, ε2/2r} = A′ε2 es menor que r, (es decir

ε <
√
r/A′) entonces

C(hε) ⊂ B(s, ε) ∩ S ∩B(∂S, ε2). (1.47)
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La demostración del Lema es entonces una consecuencia inmediata de 1.46 y 1.47, ya
que, en este caso, para ε suficientemente pequeño tenemos que

µ
(
B(s, ε) ∩ S ∩B(∂S, ε2)

)
≥ µ

(
C(hε)

)
≥ Ah(d+1)/2

ε = A(A′)(d+1)/2εd+1 = αεd+1.

Para demostrar 1.46, observemos que existe T que transforma C(h) en el conjunto

C0(h) = T
(
C(h)

)
=
{
x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : 0 ≤ xd ≤ h

}
∩B

(
− (r − h)ed, r

)
,

donde ed = (0, 0, . . . , 1)T . Por la invarianza de la medida de Lebesgue bajo rotaciones
y traslaciones, tenemos que µ

(
C(h)

)
= µ

(
C0(h)

)
.

Es claro que 1.46 vale para el caso d = 1. Para demostrarlo para d ≥ 2 sea,
(0 ≤ l ≤ h), C0(h, l) =

{
x = (x1, . . . , xd−1, l) ∈ Rd : x ∈ C0(h)

}
.

µ
(
C0(h)

)
=

∫ h

0

µd−1

(
C0(h, l)

)
dl,

donde µd−1 denota la medida de Lebesgue (d−1)-dimensional. Obsérvese que C0(h, l)
es una esfera d− 1-dimensional, cuyo radio r(l) satisface la ecuación

r(l) =
√
r2 − (r − h+ l)2 =

√
2r(h− l)− (h− l)2.

Luego

µ(C0(h)) = ωd−1

∫ h

0

r(l)d−1dl ≥ ωd−1r
d−1

∫ h

0

l(d−1)/2dl =
2ωd−1r

d−1

d+ 1
h(d+1)/2,

donde ωd−1 es el volumen de la bola d − 1-dimensional. Esto concluye la prueba de
1.46. Solo resta demostrar 1.47. Para x ∈ C(ε2/2) tenemos que

d(x, ∂S) ≤ d
(
x,B(s+ rη(s), r)

)
≤ 2‖x− PHs(x)‖ = 2|〈x− s, η(s)〉| ≤ 2ε2

2
= ε2,

donde PHs(x) es la proyección de x sobre Hs =
{
x : 〈x − s, η(s)〉 = 0

}
.Obsérvese

que Hs no es otra cosa que el plano tangente a ∂S en s. La primera desigualdad se

sigue de que
◦
B
(
s+ rη(s), r

)
⊂ Sc (ver 1.40). Tenemos que

C
(
ε2

2

)
⊂ S ∩B(∂S, ε2). (1.48)

Por lo tanto, para demostrar 1.47 basta con demostrar que

C
(
ε2

2r

)
⊂ B(s, ε). (1.49)

Si x ∈ C
(
ε2/(2r)

)
entonces x ∈ B

(
s− rη(s), r

)
y

r2 ≥ ‖x− (s− rη(s))‖2 = ‖x− s+ PHs(x)− PHs(x) + rη(s)‖2

= ‖PHs(x)− s‖2 + ‖x− PHs(x) + rη(s)‖2 = ‖PHs(x)− s‖2 +
(
r+ 〈x− s, η(s)〉

)2
.
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Como 〈x−s, η(s)〉 ≥ −ε2/(2r) > −r, tenemos que
(
r+〈x−s, η(s)〉

)2 ≥
(
r−ε2/(2r)

)2

y, por lo tanto

‖PHs(x)− s‖2 ≤ r2 −
(
r − ε2

2r

)2

.

Luego

‖x− s‖2 = ‖x− PHs(x) + PHs(x)− s‖2 = ‖PHs(x)− s‖2 + 〈x− s, η(s)〉2

≤ r2 −
(
r − ε2

2r

)2

+

(
ε2

2r

)2

= ε2,

es decir, x ∈ B(s, ε), lo cual concluye la prueba de 1.48 y la demostración del Lema.

La proposición 1.43 es consecuencia de estos dos lemas.

Claramente también el Teorema 1.38 queda demostrado a patir de las proposiciones
anteriores.

Teorema 1.45. Bajo las mismas hipótesis del teorema anterior, sea {rn} una suce-
sión de números reales positivos que convergen a 0 tal que rn � (log n/n)1/d. Enton-
ces, con probabilidad 1

dH
(
S,Crn(ℵn)

)
= O

(
r−1
n

(
log n

n

)2/(d+1)
)
.

Los mismos órdenes se verifican para dH
(
∂S, ∂Crn(ℵn)

)
y dµ

(
S,Crn(ℵn)

)
.

Demostración. La demostración es muy similar a la del caso r constante, de hecho,
la Proposición 1.43 solo depende de la muestra y de las propiedades del soporte, por
lo tanto, es independiente del estimador. La Proposición 1.39 se puede demostrar en
éste caso, cambiando los lemas correspondientes, de una forma obvia, sustituyendo el
Lema 1.42 por el siguiente Lema.

Lema 1.46. Sea ∂S ⊂ B(Zn, 2εn) y dH(ℵn, S) < rn ≤ r. Entonces

S 	 (Lnε
2
nB) ⊂ Crn(ℵn), Ln ≥ máx(2, 8/rn).

La demostración del teorema sigue los mismos argumentos que el teorema anterior.
Observemos que rn � (log n/n)

1
d asegura que

P
(
dH(ℵn, S) < rn a partir de un cierto n

)
= 1,

que es necesario para aplicar 1.46.
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1.7.2. E
(
dµ
(
S,Crn(ℵn)

))
Si bien en 1.41 se tomó la bola abierta para definir el estimador, y es fácil ver que

(ℵn⊕α
◦
B)	α

◦
B no necesariamente coincide con (ℵn⊕αB)	αB, se puede ver que si

lo hacen, con probabilidad 1. En lo que sigue estudiaremos el orden de convergencia

de E
(
dµ
(
S,Crn(ℵn)

))
donde Crn(ℵn) = (ℵn ⊕ αB) 	 αB, resultados extraidos de

[16].

Teorema 1.47. Sea S ⊂ Rd un conjunto compacto, no vaćıo, y α-convexo con α > 0.
Sea X una variable aleatoria con distribución PX y densidad f cuyo soporte es S.
Sean ℵn = {X1, . . . , Xn} observaciones de X, y {rn} una sucesión de números reales
positivos, tales que rn ≤ α. Entonces

ĺım
n→∞

E
(
dµ
(
S,Crn(ℵn)

))
= 0

si y solo si ĺımn→∞ nr
d
n =∞.

Demostración.

E
(
dµ
(
S,Crn(ℵn)

))
= E

(
µ
(
S \ Crn(ℵn)

))
= E

(
µ
{
x ∈ S : x /∈ Crn(ℵn)

})
= E

∫
S

I{
x/∈Crn (ℵn)

}µ(dx) =

∫
S

P
(
x /∈ Crn(ℵn)

)
µ(dx)

=

∫
S

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
µ(dx).

El resto de la demostración consiste en acotar la probabilidad dentro de la integral
anterior, y para eso serán necesarias algunas definiciones y lemas.

Definición 1.48. Sea x ∈ Rd, r > 0 y Ex,r =
{
B(y, r) : y ∈ B(x, r)

}
. La familia Ux,r

es inevitable para Ex,r, si para toda B(y, r) ⊂ Ex,r, existe U ∈ Ux,r tal que U ⊂ B(y, r).

Como consecuencia de la definición anterior, si Ux,rn es una familia inevitable de
conjuntos para Ex,rn entonces{

∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅
}
⊂
{
∃U ∈ Ux,rn : U ∩ ℵn = ∅

}
,

y por lo tanto

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
≤ P

(
∃U ∈ Ux,rn : U ∩ ℵn = ∅

)
.

Si suponemos que Ux,rn es una familia finita

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
≤

∑
U∈Ux,rn

P (U ∩ ℵn = ∅)

=
∑

U∈Ux,rn

P (∀Xj, j = 1, . . . , n,Xj /∈ U)

=
∑

U∈Ux,rn

(
1− PX(U)

)n
. (1.50)
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Luego si para cada x ∈ S definimos una familia inevitable, Ux,rn , finita, usando
1.50, obtenemos

E
(
dµ
(
S,Crn(ℵn)

))
=

∫
S

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
µ(dx)

≤
∫
S

∑
U∈Ux,rn

(
1− PX(U)

)n
.

De la desigualdad anterior vemos que el problema de encontrar una cota superior

para E
(
dµ
(
S,Crn(ℵn)

))
se reduce al problema de encontrar una cota inferior para

PX(U) para toda U ∈ Ux,rn . Como sólo estamos interesados en presentar brevemente
los resultados de la tesis doctoral de Pateiro,(para mas detalle ver [16]), omitiremos
la construcción de familias inevitables en Rd y enunciaremos los resultados referentes
a ellas, para el caso general.

Proposición 1.49. Sea S un subconjunto compacto, no vaćıo, de Rd, tal que una
bola de radio α > 0 rueda libremente en S y Sc. Sea X una variable aleatoria con
distribución PX y soporte S. Supongamos que PX verifica

PX(C) ≥ δµ(C ∩ S),

para todo boreliano C.
Entonces, para todo x ∈ S tal que d(x, ∂S) > rn/2, existe una familia finita Ux,rn,
con m1 elementos, inevitable para Ex,rn, que verifica

PX(U) ≥ L1r
d
n, U ∈ Ux,rn ,

donde la constante L1 es independiente de x.

Veamos ahora el caso en que d(x, ∂S) ≤ rn/2

Proposición 1.50. Sea S un subconjunto compacto, de Rd tal que una bola de radio
α > 0 rueda libremente en S y Sc. Sea X una variable aleatoria con distribución PX
y soporte S. Supongamos que PX verifica

PX(C) ≥ δµ(C ∩ S),

para todo boreliano C.
Entonces, para todo x ∈ S tal que d(x, ∂S) ≤ rn/2, existe una familia finita Ux,rn,
con m2 elementos, inevitable para Ex,rn, que verifica

PX(U) ≥ L2r
d−1

2
n d(x, ∂S)

d+1
2 , U ∈ Ux,rn ,

donde la constante L2 > 0 es independiente de x.

Como se demuestra en [16], se pueden tomar cada U ≡ Uu
x,rn = {x} ⊕ Cu,rn la

traslación según vectores u ∈ W del conjunto Cu,rn . Algo muy intuitivo si pensamos
en la simetŕıa del problema en cuestión. Veamos ahora la demostración del teorema.
Supongamso primero que nrdn =∞, observemos que es suficiente demostrar que para
todo x ∈ S

ĺım
n→∞

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
= 0. (1.51)
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ya que por el teorema de convergencia dominada tenemos que

ĺım
n→∞

E(dµ(S,Crn(ℵn))) = ĺım
n→∞

∫
S

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
µ(dx)

=

∫
S

ĺım
n→∞

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
µ(dx)

= 0. (1.52)

Para cada x ∈ S consideremos una familia Ux,rn =
{
Uu
x,rn , u ∈ W

}
inevitable para

Ex,rn , donde W es un conjunto de m elementos.

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
≤
∑
u∈W

(
1− PX(Uu

x,rn)
)n
. (1.53)

Para acotar PX(Uu
x,rn) en 1.53 usaremos el siguiente lema. Ver Devroye (1983).

Lema 1.51. Si f es una densidad en Rd y A es un subconjunto compacto de Rd, con
µ(A) > 0, entonces

ĺım
h→0

1

µ(hA)

∫
{x}⊕hA

f(y)dy = f(x), para casi todo x.

Luego, usando éste lema y la forma de los Ux,rn obtenemos que para cada x existe
hx tal que si h ≥ hx

PX(Uu
x,h) =

∫
Uux,h

f(y)dy ≥ f(x)

2
µ(Cu,h). (1.54)

Para cada n ∈ N sea hn ≡ hn,x = mı́n(rn, hx). Entonces Uu
x,hn
⊂ Uu

x,rn , y aplicando
1.54

PX(Uu
x,rn) ≥ PX(Uu

x,hn) ≥ f(x)

2
µ(Cu,hn) ≥ f(x)

2

µ
(
B(0, hn)

)
m

=
f(x)

2

ωdh
d
n

m
= Lxh

d
n,

donde, x ∈ S y Lx = f(x)ωd
2m

> 0. Volviendo ahora a 1.53

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
≤ m(1− Lxhdn)n ≤ me−nLxh

d
n .

Obsérvese que podemos garantizar que Lxh
d
n ≤ 1 ya que Lxh

d
n ≤ PX(Uu

x,rn). Entonces

ĺım
n→∞

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
≤ ĺım

n→∞
me−nLxh

d
n .

Por lo tanto 1.51 es consecuencia de la forma en que fue tomado hn y de que
ĺımn→∞ nr

d
n =∞.

Veamos ahora la prueba del rećıproco. Supongamos que ĺımn→∞E
(
dµ(S, Sn)

)
= 0.

Observemos que

P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
≥ P

(
B(x, rn) ∩ ℵn = ∅

)
=
(

1− PX
(
B(x, rn)

))n
. (1.55)
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Si la sucesión {nrdn} no converge a infinito cuando n → ∞, entonces podemos en-
contrar una subsucesión acotada {nkrdnk}. Es decir existe M > 0 tal que nkr

d
nk
≤ M

para todo k. Si aplicamos el Lema 1.51, tenemos que para todo x y k suficientemente
grande

PX
(
B(x, rnk)

)
=

∫
B(x,rnk )

f(y)dy ≤ 2f(x)µ
(
B(0, rnk)

)
= 2f(x)ωdr

d
nk

= Lxr
d
nk
,

(1.56)
siendo Lx = 2f(x)ωd. Para simplificar usemos la notación:

ψn(x) = P
(
∃y ∈ B(x, rn) : B(y, rn) ∩ ℵn = ∅

)
,

y consideremos la subsucesión {ψnk(x)}. Por lo tanto de 1.55 y 1.56 obtenemos que

ĺım inf
k→∞

ψnk(x) ≥ ĺım inf
k→∞

(
1− PX

(
B(x, rnk)

))nk
≥ ĺım inf

k→∞
(1− Lxrdnk)

nk

≥ ĺım inf
k→∞

exp

(−nkLxrdnk
1− Lxrdnk

)
≥ e−LxM , (1.57)

donde hemos usado que (1−z)n ≥ exp(−nz/(1−z)) z ∈ [0, 1), y que ĺımk→∞ r
d
nk

= 0.
Aplicando entonces el Lema de Fatou

ĺım
k→∞

E
(
dµ(S, Snk)

)
= ĺım

k→∞

∫
S

ψnk(x)µ(dx)

= ĺım inf
k→∞

∫
S

ψnk(x)µ(dx) ≥
∫
S

ĺım inf
k→∞

ψnk(x)µ(dx) > 0. (1.58)

Lo cual contradice que E
(
dµ(S, Sn)

)
→ 0. Por lo tanto {nrdn} converge a 0.

En [16] se puede encontrar el cálculo del orden exacto de E
(
dµ(S, Sn)

)
, cálculo

hecho a partir de algunos supuestos adicionales sobre S.

1.8. Estimación del Número de Clusters

El número, q, de c-clusters de una densidad f en Rd fue definido por Hartigan en
1975 como en número de componentes conexas de {f > c} donde c es un número real
dado. Este caṕıtulo pretende ser una pequeña introducción al tema de estimar q, y
se basa en el trabajo de Cuevas, Febrero y Fraiman, ver [8]. Los métodos propuestos

están basados en la estimación de {f > c} por {f̂n > c} donde f̂n es un estimador

basado en núcleos. Dado que estimar las componentes conexas de {f̂n > c} puede
ser complicado, lo que se hace es tomar un estimador de Devroye y Wise para los
Xi ∈ {f̂n > c}. Vamos a definir el estimador con mas detalle.
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1.8.1. El estimador

Consideremos X1, X2, . . . , Xn observaciones de una densidad f en Rd y f̂n un
estimador no paramétrico de f . Usaremos la notación T (S) para el número q men-
cionado anteriormente, de componentes conexas de S siendo S = S(f ; c) = {f > c}.
Dado que calcular T

{
S(f̂n; c)

}
presenta problemas prácticos obvios, reemplazamos

{f̂n > c} por el estimador, más simple

Ŝn =
kn⋃
i=1

B(Xi, εn), (1.59)

donde Xi, i = 1, . . . , kn denotan los Xi ∈ {f̂n > c}, (por lo tanto kn es aleatorio),
donde εn es un parámetro que se elige dependiendo del problema en cuestion. Por lo
tanto el estimador es

Tn = T (Ŝn) (1.60)

Es suficiente tomar εn = ε siendo ε menor que la mı́nima distancia entre las compo-
nentes de S, aunque es claro que elegir εn muy pequeño da como resultado una sobre
estimacion de T (S).
Dado que, si kn es pequeño, obtendremos una mala estimación de T

(
{fn > c}

)
,

podemos considerar, si N es un número natural dado, un remuestreo Z1, . . . , ZN de
observaciones de f̂n, condicionadas a {f̂n > c}. Esto se hace tomando observaciones

de f̂n y rechazando aquellas que no verifican f̂n(Zi) > c hasta obtener N . Observese

que, dada f̂n, puede aproximarse {f̂n > c} tanto como se quiera, es decir N puede
tomarse arbitrariamente grande. Nótese además que dada la simplicidad de la for-
ma de f̂n, es fácil obtener observaciones de ella. A partir de Z1, . . . , ZN construimos
T 0
n,N = T (Ŝ0

n,N), donde Ŝ0
n,N se define reemplazando los X1, . . . , Xkn por Z1, . . . , ZN .

Otra forma, que da además una idea de la varianza de Tn, es considerar B remuestreos
de tamaño n de f̂n siendo B un número natural dado, y tomar para cada remuestreo,
los X0

i ∈ {f̂n > 0}. Luego el estimador es

T 0
n = T (Ŝ0

n), (1.61)

donde Ŝ0
n es unión de bolas de radio ε centradas en los X0

i .
Es decir lo que se obtienen son B replicas independientes, de Tn. En el trabajo de Cue-
vas, Febrero y Fraiman se propone un algoritmo para calcular Tn que aqúı omitiremos,
y puede verse en [8]. Veamos ahora los resultados asintóticos de ambos estimadores,
y para eso las siguientes hipótesis serán necesarias.

(S1) Existe un entorno U de c tal que, para todo a ∈ U, T
(
{f > a}

)
es finito y

constante ( T
(
{f > a}

)
= q ), y las componentes conexas de {f > a} están

separadas, es decir D := ı́nf{Da : a ∈ U} > 0, donde

Da = mı́n

{
ı́nf

x∈A1,y∈A2

‖x− y‖ : A1 y A2 componentes conexas de

{f > a} con A1 6= A2

}
(1.62)
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(S2) {f > a} es acotado, y P (f(X) > a) ∈ (0, 1) para todo a en algun entorno U de
c. Supondremos además que existe p > 0 tal que para todo ρ tal que c± ρ ∈ U ,

{f > c− ρ} ⊂ {f > c+ ρ}pρ, (1.63)

donde, dado A ⊂ Rd y t > 0, At denota el conjunto A⊕ tB.

(S3) Para todo a en un entorno U de c, el conjunto {f > a} es estándar.

(S4) Se verifica que

(i) µL
(
{f > c}t

)
− µL

(
{f > c}

)
= O(t), cuando t→ 0.

(ii) La función h(s) = µL
(
{f > s}

)
es continua en c.

(E1) f̂n es un estimador de densidad de f tal que para alguna sucesión βn → 0,

sup
x∈C
|f̂n(x)− f(x)| = O(βn) c.s.

donde C es un conjunto compacto tal que {f > a} ⊂ C para todo a ∈ U , donde
U es un entorno de c tal que (S1),(S2) y (S3) se verifican.

(E2) La sucesión de parámetros εn en el estimador auxiliar Ŝn definido en 1.59 satis-
face una de las siguientes condiciones

(i) εn → 0, y nεdn →∞, además

βn/εn → 0, (1.64)

(ii) la sucesión εn es constante, εn = ε, con 0 < ε < D/2, siendo D como en
(S1)

Teorema 1.52. Sean X1, X2, . . . , Xn observaciones de una densidad f en Rd, des-
conocida. Definamos S = {f > c}, donde c > 0 es un número real dado, denotemos
como T (S) el número de c-clusters (esto es, el número de componentes conexas de

S). Si f̂n es un estimador de densidad, no paramétrico, de f , sea Tn el estimador de
T (S) definido en 1.60. Supongamos (S1),(S2),(S3), (E1) y (E2). Entonces

a) Tn → T (S), c.s.

b) Denotemos T 0
n el estimador definido en 1.61 basado en un remuestreo X0

1 , X
0
2 , . . . , X

0
n

de f̂n. Denotemos como P̂n la medida de probabilidad correspondiente a f̂n, en-
tonces

∞∑
n=1

P̂n{T 0
n 6= Tn} <∞, c.s. (1.65)

en particular T 0
n = Tn = T (S) a partir de cierto n c.s., c.s.

Los mismos resultados valen cuando se remplaza T 0
n por T 0

n,N para N ≥ n.

c) Bajo (S1),(S2),(S3),(E1),(E2)-(i) y (S4) se cumple que

µL
(
Ŝn4{f > c}

)
→ 0, c.s.,

donde C4D denota la diferencia simétrica de los conjuntos C y D.
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Demostración. Tomemos U un entorno de c de modo que se cumplan las hipótesis
(S1)-(S3). Supongamos primero que se verifica (E2)-(i). La hipótesis (E1) implica
que para n suficientemente grande

{f > c+ β′n} ⊂ {f̂n > c} ⊂ {f > c− β′n}, c.s., (1.66)

donde β′n es una sucesión de orden O(βn). A lo largo de la demostración supondremos
que n es tal que 1.66 se verifica. Tomemos εn < D/2, pβ′n < εn/4, c±β′n ∈ U. De 1.66

obtenemos que {f̂n ≥ c} tiene q componentes conexas, una por cada componente de
{f > c±β′n}, cuya distancia entre si es mayor o igual que D. Obsérvese que, siempre
que εn < D/2 tenemos que Tn ≥ q, c.s. para n suficientemente grande.

Consideremos un cubrimiento de {f̂n > c},
{
B(zj, εn/2) : j = 1, . . . , R(εn)

}
, por

bolas de radio εn/2 centradas en puntos zj ∈ {f̂n > c}. Obsérvese que podemos tomar
un cubrimiento de modo que R(εn) ≤Mε−dn para algún M > 0.

Por construcción de Ŝn y la inclusión en 1.66, se cumple que: si para cada centro
zj existe un punto de la muestra Xi ∈ {f̂n > c} tal que ‖Xi − zj‖ < εn/2, entonces

Ŝn tiene necesariamente q componentes conexas. Entonces

P (Tn 6= q) ≤ P
(
∃j, 1 ≤ j ≤ R(εn) : ∀i, 1 ≤ i ≤ n,Xi /∈ B(zj, εn/2) ∩ {f̂n > c}

)
≤

R(εn)∑
j=1

n∏
i=1

P
(
Xi /∈ B(zj, εn/2) ∩ {f̂n/2 > c}

)
≤

R(εn)∑
j=1

n∏
i=1

P
(
Xi /∈ B(zj, εn/2) ∩ {f > c+ β′n}

)
(1.67)

Observemos que, dado que zj ∈ {f̂n > c} y {f̂n > c} ⊂ {f > c + β′n}pβ
′
n con

pβ′n < εn/4, existe wj ∈ {f > c+ β′n} tal que B(wj, εn/4) ⊂ B(zj, εn/2).
Por lo tanto, por (S3)

P
(
Xi ∈ B(zj, εn/2) ∩ {f > c+ β′n}

)
≥ cδµL

(
B(0, 1)

)
4−dεdn = γεdn.

Por lo tanto, usando ésto en 1.67

∞∑
n=1

P (Tn 6= q) ≤
∞∑
n=1

R(εn)(1− γεdn)n ≤
∞∑
n=1

Mε−dn e−nγε
d
n <∞.

Luego, una condición suficiente para que
∑∞

n=1 P (Tn 6= q),

∞∑
n=1

exp
{
− γ
(
nεdn − γ−1 log(ε−dn )

)}
<∞,

y ésta serie converge si
log n

nεdn − γ−1 log(ε−dn )
→ 0.

Esto es equivalente a que
log n

nεdn − log(εdn)
→ 0,
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Caṕıtulo 1. Estimación de conjuntos

lo cual se verifica bajo (E2)-(i).
Cuando en lugar de (E2)-(ii) suponemos (E2)-(i), la demostración de la parte (a)

es más simple. Las ideas principales de la prueba anterior pueden ser fácilmente adap-
tadas a este caso, sin necesidad de hacer hipótesis sobre el orden βn de consistencia
de f̂n.

En ĺıneas generales, la demostración de la parte (b) se hace de forma similar a la

anterior, reemplazando P por P̂ en 1.67 para el caso de T 0
n o considerando la distri-

bución condicional correspondiente, en el caso de T 0
n,N .

Para demostrar (c), consideremos a1, a2 ∈ U tal que a1 < c < a2. Denotemos por

S(1)
n =

⋃
{Xi:f(Xi)>a1}

B(Xi, εn) y S(2)
n =

⋃
{Xi:f(Xi)>a2}

B(Xi, εn).

Dado (E1), tenemos que

S(2)
n ⊂ Ŝn ⊂ S(1)

n , a partir de cierto n c.s.

Con un argumento similar al que se usa en el Teorema 1.34 se prueba que

µL
(
S(j)
n 4{f > a1}

)
→ 0, cuando n→∞, c.s., para j = 1, 2.

Finalmente, el resultado se sigue de (S4) ya que

µL
(
Ŝn4{f > c}

)
≤ µL

(
S(1)
n 4{f > a1}

)
+

µL
(
S(2)
n 4{f > a1}

)
+ 2µL

(
{f > a1}4{f > a2}

)
,

y el resultado se sigue de aplicar (S4).
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Caṕıtulo 2

Estimación de longitudes, áreas y
volúmenes

2.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior vimos diferentes formas de estimar conjuntos, y sus bordes,
a partir de una cantidad finita de puntos en ellos, aśı como la estimación de conjuntos
de nivel de densidades. Y observamos que si bien estos pueden estar próximos en la
distancias consideradas, eso no implicaba necesariamente que su forma fuese similar.
En este caṕıtulo trataremos el tema de cómo estimar por ejemplo la longitud de su
borde (para conjuntos en el plano), o en general, su superficie lateral. Estos datos si
bien van en la dirección de aportar mas información a la comprensión de la forma del
conjunto, son de interés en si mismo. Es intuitivo que la proximidad de un conjunto
a otro, e incluso la de sus bordes, no implica necesariamente la proximidad de la
longitud (para el caso de conjuntos en el plano) de sus bordes, y por lo tanto no
necesariamente es consistente el tomar como estimador de la longitud del conjunto, a
la longitud de estimadores del conjunto. El estimador de Devroye y Wise es un buen
ejemplo de eso. Veamos primero, a partir del concepto de contenido de Minkowski,
la forma en que mediremos longitudes, áreas, etc. Asumiremos, a lo largo de este
caṕıtulo, salvo que se especifique lo contrario, que los conjuntos serán compactos,
iguales a la clausura de su interior.

Definición 2.1 (Conjunto Rectificable). Sea E ⊂ X donde X es un espacio métrico,
decimos que E es m-rectificable si existe una función de Lipschitz de un subconjunto
acotado de Rm sobre E.

Definición 2.2 (Medida de Hausdorff de un conjunto). Sean X un espacio métrico,
p ≥ 0 , δ > 0 números reales, y A ⊂ X definimos:

Hp,δ(A) = ı́nf

{
∞∑
j=1

(
diam(Bj)

)p
: A ⊂

⋃
j

Bj, diam(Bj) ≤ δ

}
,

donde convenimos en que ı́nf ∅ =∞. Es claro que Hp,δ(A) decrece cuando δ tiende a
0.

47
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El número
Hp(A) = ĺım

δ−→0
Hp,δ(A),

se denomina medida de Hausdorff p-dimensional de A

Definición 2.3 (Contenido de Minskowski). Sean S ⊂ Rd no vaćıo y acotado, y
ε > 0 un número real. Definimos el contenido inferior de Minkowski, de dimensión m
(m ≤ d) , de S como:

M∗m(S)) = ĺım inf
ε→0

µL
{
x : d(x, S) ≤ ε

}
εd−mα(d−m)

,

y el superior como:

M ∗m(S)) = ĺım sup
ε→0

µL
{
x : d(x, S) ≤ ε

}
εd−mα(d−m)

,

donde µL es la medida de Lebesgue en Rd y α(d −m) es la medida de Lebesgue de
la bola de centro 0 y radio 1 en Rd−m. Si ambos valores coinciden, dicho valor se
denomina contenido de Minkowski de dimensión m de S y se anota Mm(S). Si G
es un subconjunto compacto de Rd e igual a la clausura de su interior, denotaremos
L0(G) al contenido de Minkowski de dimensión d−1 de ∂G en caso de que éste exista.
Es decir:

L0(G) = ĺım
ε→0

µL
{
x : d(x, ∂G) ≤ ε

}
2ε

. (2.1)

En [14] se encuentra una prueba del siguiente teorema:

Teorema 2.4. Si E es un conjunto cerrado de Rd m-rectificable entonces:

Mm(E) = Hm(E).

Definición 2.5 (Alcance de un conjunto). Se define el alcance de un conjunto G ⊂ Rd

como el supremo de los ε > 0 (posiblemente infinito) tal que si x ∈ Rd y la distancia
de x a G (definida como ı́nfa∈G d(x, a)) es menor que ε existe un único a ∈ G que
está a esa distancia.

En [16] se demuestra el siguiente lema, que relaciona los conceptos de alcance de
un conjunto y de rodamiento lbire de una bola.

Lema 2.6. Sea A ⊂ Rd un conjunto compacto no vaćıo. Supongamos que una bola
de radio α > 0 rueda libremente en A y Ac. Entonces A y Ac son de alcance positivo,
siendo ambos alcances mayores o iguales que α.

En [13] se demuestra que si G es un conjunto con alcance r0 positivo la medida de
Lebesgue de G⊕ εB coincide localmente (ε ∈ (0, r0)) con un polinomio de grado a lo
sumo d, cuyo término independiente es la medida de Lebesgue de G.

Aśı como suced́ıa en la estimación de conjuntos, tener algo de informacion respecto
del conjunto, por ejemplo saber que es α-convexo, permite usar estimadores de la
longitud, área, etc, que usen dicha información y permitan obtener velocidades de
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convergencia mejores que para los casos en que no se dispone de tal información.
Veremos primero el trabajo de Cuevas, Fraiman, y Rodriguez-Casal, ver [5], para un
enfoque general del problema, y luego el trabajo de Pateiro, ver [16], para el caso en
que el conjunto es α-convexo.

2.2. Sin restricciones de forma

2.2.1. El Estimador

Vamos a considerar de aqúı en adelante un subconjunto G de [0, 1]d tal que su con-
tenido de Minkowski esta bien definido, es estrictamente positivo y finito, y observa-
ciones independientes identicamente distribuidas (Z1, δ1), . . . , (Zn, δn) de una variable
aleatoria (Z, δ) con distribución uniforme en [0, 1]d, donde δ = 1 si Z ∈ G, δ = 0 si
Z ∈ [0, 1]d\G. En adelante denotaremos por R = [0, 1]d\G, PX y PY la distribución
condicional de G y R respectivamente, es decir, la distribución de Z|{δ=1} y Z|{δ=0}.
Observemos que tanto PX como PY son uniformes en G y R respectivamente. Da-
do un z ∈ [0, 1]d y ε > 0 denotaremos por Gz(ε) el número de observaciones que
pertenecen a la bola B(z, ε)

Gz(ε) ≡ Gn,z(ε) =
n∑
i=1

I{δi=1,‖Zi−z‖≤ε},

y analogamente Rz(ε)

Rz(ε) ≡ Rn,z(ε) =
n∑
i=1

I{δi=0,‖Zi−z‖≤ε}.

Observación 2.7. Gz(ε) tiene distribución binomial con parámetros n y pX(z, ε) =
P
(
‖Z − z‖ ≤ ε, δ = 1

)
= µdL(G)PX

(
B(z, ε)

)
. Asimismo Rz(ε) tiene distribución

binomial con parámetros n y pY (z, ε) =
(
1− µdL(G)

)
PY
(
B(z, ε)

)
.

Definición 2.8. Tomemos {εn} una sucesión de números reales positivos, que con-
verja a 0 cuando n tiende a infinito. Sea T = ∂G. El estimador que usaremos para
T ⊕ εnB será:

Tn =
{
z ∈ [0, 1]d : Rz(εn) ≥ 1 y Gz(εn) ≥ 1

}
.

Como se dijo anteriormente, para el estimador propuesto nos interesan aquellos pun-
tos tales que un entorno de radio εn interceptan aG y aR. Y para estimar L0 = L0(G):

Ln =
µL(Tn)

2εn
.

Es claro que la convergencia de Ln a L0 dependerá de una “buena” elección de εn
aśı como también, de imponerle a G cierta regularidad mı́nima.
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2.2.2. Consistencia del estimador

Teorema 2.9. Supongamos que:

a) G y R son estandar en T, es decir, existe una constante C > 0 tales que, para
ε suficientemente pequeño:

PX
(
B(t, ε)

)
≥ CµL

(
B(t, ε)

)
y PY

(
B(t, ε)

)
≥ CµL

(
B(t, ε)

)
para todo t ∈ T.

b) La sucesión {εn} cumple que:

εn −→ 0 y
nεdn

log(n)
−→∞,

entonces

Ln =
µL(Tn)

2εn
−→ L0, c.s..

Demostración. La demostración es consecuencia de las siguientes afirmaciones:

Afirmación 1. Tn ⊂ T ⊕ εnB c.s..

Afirmación 2. Para todo 0 < α < 1 tenemos que c.s., a partir de un cierto n

T ⊕ ε′nB ⊂ Tn,

donde ε′n = αεn, 0 < α < 1.

Demostración de la afirmación 1. Si z ∈ Tn entonces B(z, εn) interseca a G y
a su complemento R, por lo tanto B(z, εn) interseca el borde de G, T , por lo tanto
z ∈ T ⊕ εnB, lo cual concluye la prueba de la afirmación 1.

Demostración de la afirmación 2. Por el Lema de Borel-Cantelli es suficiente
demostrar que:

∞∑
n=1

P (T ⊕ ε′nB * Tn) <∞.

Como
P (T ⊕ ε′nB * Tn) ≤ P

(
∃z ∈ T ⊕ ε′nB : Gz(εn) = 0

)
+P
(
∃z ∈ T ⊕ ε′nB : Rz(εn) = 0

)
,

(2.2)

intentaremos encontrar cotas para las probabilidades del lado derecho de la última
desigualdad. Si z ∈ T ⊕ ε′n existe un t ∈ T para el cual B(t, βn) ⊂ B(z, εn) donde
βn = (1− α)εn. Por lo tanto:

P
(
∃z ∈ T ⊕ ε′nB : Gz(εn) = 0

)
≤ P

(
∃t ∈ T : Gt(βn) = 0

)
.
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Denotemos T (βn) el conjunto (con cardinal D(βn)) de los centros correspondientes
a un cubrimiento minimal de T por bolas de radio βn/2. Es decir, consideraremos el
conjunto

{
B(s, βn/2) : s ∈ T (βn) ⊂ T

}
tal que:

T ⊂
⋃

s∈T (βn)

B

(
s,
βn
2

)
.

Como
{
∃t ∈ T : Gt(βn) = 0

}
⊂
{
∃s ∈ T (βn) : Gs(βn/2) = 0

}
tenemos:

P (∃t ∈ T : Gt(βn) = 0) ≤ P

(
∃s ∈ T (βn) : Gs

(
βn
2

)
= 0

)
≤

∑
s∈T (βn)

P

(
Gs

(
βn
2

)
= 0

)

=
∑

s∈T (βn)

(
1− pX

(
s,
βn
2

))n

≤
∑

s∈T (βn)

exp

(
−npX

(
s,
βn
2

))
.

En la última desigualdad hemos usado que (1− x) ≤ e−x para 0 ≤ x ≤ 1. El lado
derecho de la desigualdad anterior puede ser fácilmente acotado usando la hipótesis
de que G y R son estándar, para n suficientemente grande tenemos que:

pX

(
s,
βn
2

)
≥ Cα(d)µL(G)

βdn
2d

= K1ε
d
n,

donde α(d) = µL(B(0, 1)) y K1 es una constante que depende de d, α, µL(G) y C.
Por lo tanto:

P
(
∃z ∈ T ⊕ ε′nB : Gz(εn) = 0

)
≤ D(βn) exp(−nK1ε

d
n).

Para acotar D(ε) recordemos que éste representa el cardinal de un cubrimiento mı́ni-
mo C (ε/2) de T por bolas de radio ε/2. Observar que las bolas de radio ε/4 con los
mismos centros que en C (ε/2) son disjuntas, (de lo contrario C (ε/2) no seŕıa mini-
mal). Entonces su medida de Lebesgue debe ser menor o igual que µL

(
T ⊕ (ε/4)B

)
,

luego:
D(ε)(ε/4)dα(d) ≤ µL

(
T ⊕ (ε/4)B

)
.

Como estamos suponiendo que existe el contenido de Minkowski de ∂G y es finito,
tenemos que D(ε) ≤ Aε1−d para alguna constante A y por lo tanto:

P
(
∃z ∈ T ⊕ ε′nB : Gz(εn) = 0

)
≤ K2ε

1−d
n exp(−K1nε

d
n),

donde K2 = (1−α)1−dA. La condición nεdn/log(n)→∞ nos asegura la convergencia
de la serie

∑∞
n=1 ε

1−d
n exp(−K1nε

d
n). La otra probabilidad en (3.1) se acota de forma
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análoga, lo que concluye la prueba de la afirmación 2. El teorema 1, es consecuencia
directa de las afirmaciones 1 y 2, tenemos que, con probabilidad 1,

αL0 = ĺım
n

µL(T ⊕ ε′nB)

2εn
≤ ĺım inf

n
Ln ≤ ĺım sup

n
Ln ≤ ĺım

n

µL(T ⊕ εnB)

2εn
= L0.

Como se cumple para todo α ∈ (0, 1) se sigue la conclusión del teorema.

2.2.3. Una cota para E(Ln)

Consideremos la función L(ε) = µL(T ⊕ εB)/(2ε), la cual es una aproximación
de L0. Mostraremos que bajo ciertas condiciones de regularidad en G y R se cumple
que |L(ε)− L0| = O(ε). Observemos que:

T ⊕ εB = (G⊕ εB) ∩ (R⊕ εB),

de donde:

µL(T ⊕ εB) = µL(G⊕ εB) + µL(R⊕ εB)− µL([0, 1]d ⊕ εB).

De esta última identidad, y por lo expuesto en la sección anterior, sabemos que, si
G tiene alcance positivo, la medida de Lebesgue de T ⊕ εB coincide localmente ( ε ∈
(0, r0) ) con P (ε) un polinomio de grado a lo sumo d con término independiente igual
a 0. Observemos que ( en vistas de que asumimos que el L0 es finito) el coeficiente en
ε de P (ε) coincide con 2L0, por lo tanto L(ε)−L0 es un polinomio en ε con término
independiente nulo. En particular obtenemos que L(ε) es diferenciable en ε = 0.
Como se ve en la prueba del teorema 3.1, tenemos, con probabilidad 1, que Tn ⊂
T ⊕ εB a partir de un cierto n y por lo tanto:

Ln ≤ L(εn) c.s.. (2.3)

Lo cual significa que Ln aproxima a L0 inferiormente, cuando el valor de L(ε) es
próximo a L(0) = L0.

Teorema 2.10. Supongamos que se cumplen la condición a) del teorema anterior,
que la función F (ε) := µL(T ⊕ εB) es diferenciable en un entorno de 0 y su derivada
es continua en 0. Entonces

E(Ln) ≥ L(εn)− In, (2.4)

donde

In =
1

εn

∫
T⊕εnB

exp
(
−Kn

(
εn − d(z, T )

)d)
dz,

siendo K una constante positiva y d(z, T ) = ı́nf{‖z − t‖ : t ∈ T}.
Además

In = O
(
(nεdn)−1/d

)
.

Observación 2.11. De acuerdo a lo comentado anteriormente es suficiente que G
tenga alcance positivo para que se cumpla la condición sobre F (ε).
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Demostración. La esperanza de Ln puede ser escrita como:

E(Ln) =
E
(
µL(Tn)

)
2εn

=
1

2εn
E

(∫
I{z∈Tn}µL(dz)

)
=

1

2εn

∫
E(I{z∈Tn})µL(dz)

=
1

2εn

∫
P (z ∈ Tn)µL(dz) =

1

2εn

∫
T⊕εnB

P (z ∈ Tn)µL(dz),

donde hemos usado en la ultima igualdad que, con probabilidad 1, Tn ⊂ T ⊕ εnB. Es
claro que:

P (z /∈ Tn) ≤ P
(
Gz(εn) = 0

)
+ P

(
Rz(εn) = 0

)
. (2.5)

Como Gz(εn) tiene distribución binomial con parámetros n y pX(z, εn) tenemos que

P
(
Gz(εn) = 0

)
=
(
1− pX(z, εn)

)n ≤ exp
(
− npX(z, εn)

)
.

Tomemos PT z ∈ T la proyección de z sobre T . Entonces, para todo z ∈ T ⊕ εnB

B
(
PT z, εn − d(z, T )

)
⊂ B(z, εn).

Usando la condición a) del teorema 3.1 tenemos que para εn suficientemente pequeño,

pX
(
B(z, εn)

)
≥ Cα(d)

(
εn − d(z, T )

)d
,

y por lo tanto

P (Gz = 0) ≤ exp
(
−K1n

(
εn − d(z, T )

)d)
,

donde K1 es una constante positiva que depende solamente de µL(G), C y d. Analoga-
mente obtenemos que P (Rz = 0) ≤ exp(−K2n(εn − d(z, T ))d), para cierta constante
positiva K2 que solo depende de µL(R), C y d. Usando estas dos acotaciones y (3.4)
obtenemos:

P (z ∈ Tn) ≥ 1− 2 exp
(
−Kn

(
εn − d(z, T )

)d)
,

donde K = mı́n(K1, K2), finalmente

E(Ln) =
1

2εn

∫
T⊕εnB

P (z ∈ Tn)dz

≥ 1

2εn

∫
T⊕εnB

1− 2 exp
(
−Kn

(
εn − d(z, T )

)d)
dz

= L(εn)− 1

εn

∫
T⊕εnB

exp
(
−Kn

(
εn − d(z, T )

)d)
dz = L(εn)− In,

si escribimos

In =
1

εn

∫
T⊕εnB

gn
(
d(z, T )

)
dz,

siendo gn(w) = exp
(
−Kn(εn − w)d

)
. Haciendo un cambio de variable obtenemos

In =
1

εn

∫ εn

0

gn(w)F (dw),
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donde F (w) = µL{z : d(z, T ) ≤ w}. Como supusimos que F es diferenciable en 0 y
que L0 existe y es finito, tenemos que F ′(0) = 2L0, además, como F ′(0) es continua,
para w suficientemente pequeño se cumple que F ′(w) ≤ 3L0. Finalmente para n
suficientemente grande,

In ≤
3L0

εn

∫ εn

0

exp(−Kntd)dt =
3L0

εn

∫ Knεdn

0

exp(−u)
1

d(Kn)1/d
u−(d−1)/ddu

≤ 3L0

dK1/d(εdnn)1/d

∫ ∞
0

exp(−u)u−(d−1)/ddu =
A

(εdnn)1/d
,

en la primera desigualdad hemos usado F ′(w) ≤ 3L0 y el cambio de variable t =
εn−w, en la primera igualdad el cambio de variable u = Kntd, finalmente, la segunda
desigualdad se debe a que el integrando es positivo.

Corolario 2.12. El siguiente corolario refiere a la convergencia en L1 de Ln.

a) En las mismas hipótesis que en el teorema anterior, tenemos que:

E|Ln − L0| ≤ In + |L(εn)− L0|, (2.6)

es decir, si εn −→ 0 y nεdn −→∞ se cumple E|Ln − L0| −→ 0.

b) Si además asumimos que G tiene alcance positivo, tenemos que |L(εn) − L0| =
O(ε) y por lo tanto el orden óptimo para (3.5) es O(n−1/(2d)) que se obtiene si
εn = n−1/(2d).

Demostración. a) Aplicando la desigualdad triangular tenemos que

E
(
|Ln − L0|

)
≤ E

(
|Ln − L(εn)|

)
+ |L(εn)− L0| ≤ In + |L(εn)− L0|,

donde acotamos el primer sumando usando (3.2) y (3.3).

Como consecuencia del corolario anterior, tenemos que, en las hipótesis del Coro-
lario parte b)

E|Ln − E(Ln)| ≤ E
(
|Ln − L(εn)|

)
+ |L(εn)− E(Ln)|

≤ 2In = O
(
(nεdn)−1/d

)
,

L0 − E(Ln) ≤
(
L(εn)− E(Ln)

)
+
(
L0 − L(εn)

)
≤ O

(
(nεdn)−1/d

)
+O(εn).
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2.3. Un estimador asintóticamente normal

En esta sección veremos resultados asintóticos para el estimador de L0 ligeramente
distinto al de la sección anterior. Tales resultados tienen, (además de ser de impor-
tancia teórica) interés desde el punto de vista práctico, ya que nos permiten construir
intervalos de confianza, y realizar test de hipótesis. La demostración de estos resul-
tados se basa en el supuesto de que las intensidades de (siguiendo la notación de la
sección anterior) los puntos en R y en G son distintas, es decir, supondremos que
tendremos mas puntos de un color que de otro. Esto será formalmente definido más
adelante. Dichos resultados, y sus aplicaciones, pueden encontrarse también en [2].

El problema de estimar la longitud del borde de un conjunto aparece, en el área
de oncoloǵıa y cardioloǵıa, como un requisito para el cálculo de un ı́ndice (́ındice de
contorno, que abreviaremos c.i por sus siglas en ingles) que permite medir la grave-
dad de un área dañada. Tal indice involucra tanto la longitud del borde del conjunto
como su volumen, y se define como

C0(G) =
L0(G)

µ(G)(d−1)/d
,

Más adelante veremos como estimarlo, aśı como también su consistencia, y normali-
dad asintótica. En esta sección necesitaremos definir una versión interior del contenido
de Minkowski

L−0 (G) = ĺım
ε→0

µ
(
B(Gc, ε) ∩G

)
ε

. (2.7)

En el trabajo de [1] se demuestra que si el borde de G es de Lipszchitz entonces
L0(G) = L−0 (G) y conincide con su medida de Hausdorff (d− 1)−dimensional.

2.3.1. El estimador

Al igual que en la sección anterior, supondremos que el conjunto a estimar, G, es
compacto, y su contenido de Minkowski L0 = L0(G) esta bien definido y es finito.
Asumiremos que G es el soporte de una medida de probabilidad absolutamente con-
tinua y que, sin perdida de generalidad, G ⊂ (0, 1)d. El objetivo es estimar L0(G) y
C0(G) a partir de dos muestras {Xi} e {Yi} donde

{Xi}1≤i≤n son i.i.d, con distribución uniforme en Gc = [0, 1] \G,

y
{Yi}1≤i≤m son i.i.d, con distribución uniforme en G.

Este modelo, al que nos referiremos como (M2), es similar al que empleamos en la
sección anterior para estimar L0(G), que llamaremos (M1). En la práctica podemos
usar una versión (M1’) de (M1) para obtener (M2) basta tomar (Zi, δi) como en (M1),
definiendo Zi = Xi si δi = 0 y Zi = Yi en otro caso, hasta obtener m observaciones
de G y n de Gc. Es necesario considerar un número aleatorio de observaciones N =
N(n,m) ≥ n + m. La diferencia entre (M2) y (M1’) es más bien formal, bajo M2)
consideramos dos muestras independientes, de tamaños m y n, mientras que bajo
(M1’) obtenemos N −m− n observaciones extra en [0, 1]d. Desde un punto de vista
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práctico, el modelo (M1’) es más adecuado ya que en general lo que se tienen son
observaciones Zi ∈ [0, 1]d y por medio algún tipo de criterio se clasifican las que están
en G o en Gc.

Veamos ahora algo de notación que será necesaria para definir los estimadores de
L0(G) y C0(G). Para A ⊂ [0, 1]d, sea Nm(A;G) la medida de conteo asociada a la
muestra Y , es decir

Nm(A;G) = #{j ≥ 1 : Yj ∈ A}.
Donde #S denota el cardinal del conjunto S. Denotaremos como

µm,G(A) = µ(G)
Nm(A;G)

m
,

la renormalización de la medida emṕırica, es decir µm,G(A) es un estimador de la
medida de Lebesgue de la intersección A∩G. Consideremos también el estimador no
paramétrico Hn de Gc, para eso tomemos εn una sucesión de numeros reales positivos
que tienda a 0 y cuya velocidad de convergencia se especificará, y definimos

Hn = B
(
{X1, . . . , Xn}, εn

)
.

Introduzcamos ahora un estimador de L0(G) para el caso hipotético de que conocemos
µ(G).

An =
µm,G(Hn)

εn
,

el cual estima la εn-dilatación interna del borde de G.
Dado que en general µ(G) es desconocido, lo estimamos como

µ̂(G) =
#{i : δi = 1}

N
,

que es consistente por la Ley de los Grandes Números.
Luego, el estimador propuesto para L−0 (G) es entonces

L̂n = µ̂(G)
Nm(Hn;G)

mεn
. (2.8)

Y para C0(G) es

Ĉn =
L̂n

µ̂(G)(d−1)/d
. (2.9)

2.3.2. Hipótesis

Veamos ahora todas las hipótesis que utilizaremos, más adelante especificaremos
cuales son necesarias para la consistencia, y cuales para la normalidad asintótica.

(H0) El contenido de Minkowski L0 satisface que L0(G) = L−0 (G) < ∞. Es claro
que, cambiando G por Gc, con cambios obvios podŕıamos haber definido los
estimadores para L+(G).
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(H1) El conjunto Gc es estándar en Γ = ∂G, es decir existe una constante K tal que
para todo η suficientemente pequeño, P

(
X1 ∈ B(x, η)

)
≥ Kµ

(
B(x, η)

)
para

todo x ∈ Γ.

(H2) La sucesión {εn} y m = m(n) verifica

εn → 0,
mεn
log n

→∞ y
nεdn
log n

→∞ cuando n→∞.

(H3) |L(ε)− L0| = O(ε) cuando ε→ 0, donde L(ε) = µ
(
B(Gc, ε) ∩G

)
/ε Es claro

que esta condición se cumple cuando L(ε) es diferenciable en 0 y esto es cierto
si por Γ rueda libremente una bola de radio α para algún α > 0, como se
mencionó en la introducción de éste caṕıtulo.

(H4) La sucesión m = m(n) y εn satisfacen que mε3
n → 0 cuando n→∞.

(H5)
1

n

(
m

εn

)d/2
log

(
m

εn

)
→ 0 cuando n→∞.

Obsérvese que esta condición implica que el número n de observaciones en Gc es
de orden mayor que el de observaciones en G.
Observemos además que las hipótesis requeridas sobre m(n) y εn son compa-
tibles, bastaŕıa tomar m = nα, εn = n−β y tomar α > 0 y β > 0 de modo
que

α + β < 2/d y β < α < 3β. (2.10)

Veamos ahora los resultados Teóricos. En lo que respecta a las demostraciones,
denotaremos como P la medida en el espacio

(
[0, 1]d

)n × ([0, 1]d
)m

determinada por
la sucesión (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym), y como E a la esperanza respecto de P . Luego
P es el producto de n + m medidas de probabilidad, las primeras n distribuidas
uniformemente en Gc y las restantes m con distribución uniforme en G. Las constantes
que aparezcan se denotarán con la letra C.

Teorema 2.13. Bajo (H0), (H1) y (H2) y el modelo (M2) tenemos que

An → L0 c.s., cuando n→∞.

El mismo resultado vale para L̂n bajo el modelo (M1’).

Demostración. Usaremos i.o. como abreviatura de infinitamente seguido, por sus si-
glas en inglés. Con esta notación, es claro que si tomamos δ > 0 basta demostrar
que

P

(∣∣∣∣µm,G(Hn)

εn
− L0

∣∣∣∣ > δ i.o.

)
= 0
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Tenemos que ∣∣∣∣µm,G(Hn)

εn
− L0

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣µm,G(Hn)

εn
− µ(Hn ∩G)

εn

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣µ(Hn ∩G)

εn
−
µ
(
B(Gc, εn) ∩G

)
εn

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣µ
(
B(Gc, εn) ∩G

)
εn

− L0

∣∣∣∣∣
= T1(n,m) + T2(n) + T3(n). (2.11)

Estudiaremos separadamente estos sumandos a partir de los siguientes lemas.

Lema 2.14. Bajo (H0)− (H2).

P
(
T1(n,m) > δ/3 i.o.

)
= P

(∣∣∣∣µm,G(Hn)

εn
− µ(Hn ∩G)

εn

∣∣∣∣ > δ

3
i.o.

)
= 0 n→∞.

Demostración. Observemos que la desigualdad

P
(
T1(n,m) > δ/3 i.o.

)
≤ ĺım

n0→∞

∞∑
n=n0

P

(
T1(n,m) ≥ δ

3

)
, (2.12)

implica que basta demostrar que la serie en 2.12 es convergente.
Consideremos la sucesión de variables aleatorias

αj = I{Yj∈Hn} −
µ(Hn ∩G)

µ(G)
, 1 ≤ j ≤ m,

y observemos que

E(αj|Hn) = 0, E(α2
j |Hj) =

µ(Hn ∩G)

µ(G)
−
(
µ(Hn ∩G)

µ(G)

)2

.

Tenemos entonces que

P
(
T1(n,m) > δ/3 i.o.

)
= P

(∣∣∣ ∞∑
j=1

αj

∣∣∣ ≥ mεn
3µ(G)

δ

)
= E

(
P

[∣∣∣ m∑
j=1

αj

∣∣∣ ≥ mεn
3µ(G)

δ

∣∣∣∣∣Hn

])

Si usamos ahora una desigualdad de tipo Bernstein, obtenemos que

P

(∣∣∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

αj

∣∣∣ ≥ mεn
3µ(G)

δ

∣∣∣∣∣Hn

)
≤ 2 exp{−C(G, δ)mεn}.

En la última desigualdad hemos usado que µ(Hn ∩G) ≤ µ
(
B(Gc, εn) ∩G

)
= O(εn),

que se cumple por (H0). La cota no depende de Hn por lo tanto puede aplicarse a la
probabilidad, sin condicionar. Usando (H2) se concluye la tesis.
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Lema 2.15. Bajo (H0)− (H2).

P

(
T2(n) >

δ

3
i.o.

)
= P

(∣∣∣∣∣µ(Hn ∩G)

εn
−
µ
(
B(Gc, εn

)
∩G)

εn

∣∣∣∣∣ > δ

3
i.o.

)
= 0 cuando n→∞.

Demostración. Al igual que en la demostración del Lema anterior, es suficiente de-
mostrar que la serie con término general P

(
T2(n) ≥ δ/3

)
es sumable. Sea

Rn =
(
B(Gc, εn) ∩G

)
\ (Hn ∩G).

Veamos primero que si T2(n) > δ/3, o, equivalentemente

µ(Rn) ≥ δεn/3, (2.13)

entonces existe z ∈ Γ tal que

B(z, rεn) ∩ {X1, . . . , Xn} = ∅, (2.14)

para n suficientemente grande, y r = δ
6L0

. Asumiremos que δ es tal que r < 1.

En efecto, por (H0) tenemos que

µ
(
B(Gc, ε) ∩G

)
= µ

(
B(Γ, ε) ∩G

)
= εL0 + ρ(ε), 0 ≤ ε ≤ εn; (2.15)

donde ρ(·) satisface ρ(ε) = o(ε) cuando ε→ 0. Si 2.14 no se verificase tendŕıamos que
Γ ⊂ B({X1, . . . , Xn}, rεn), de donde B

(
Γ, (1− r)εn

)
∩G ⊂ Hn ∩G. En particular

µ(Hn ∩G) ≥ (1− r)εnL0 + ρ
(
(1− r)εn

)
. (2.16)

Veamos ahora que las ecuaciones 2.16 y 2.13 son incompatibles. Para ver esto ob-
servemos que los conjuntos Hn ∩ G y Rn son disjuntos por construcción, y que
(Hn ∩G) ∪Rn = B(Gc, εn) ∩G, de donde

µ
(
B(Gc, εn) ∩G

)
= µ(Hn ∩G) + µ(Rn) ≥ δεn

3
+ (1− r)εnL0 + ρ

(
(1− r)εn

)
≥ εnL0 +

δεn
6

+ ρ
(
(1− r)εn

)
,

lo cual contradice 2.15, de donde se sigue 2.14.
Consideremos puntos z1, z2, . . . , zM no aleatorios, con zi ∈ Γ, tal que

{
B(zi, rεn/2)

}
forma un cubrimiento de Γ. Es claro que esto puede obtenerse con M = O(1/εdn) ya
que puede obtenerse un cubrimiento de todo [0, 1]d con tal numero de bolas, de dicho
radio.

Sea z ∈ Γ como en 2.14 e i0 tal que 1 ≤ i0 ≤ M , de modo que z ∈ B(zi0 , rεn/2).
Entonces B(zi0 , rεn/2) ⊂ B(z, rεn), y, por lo tanto B(zi0 , rεn/2)∩{X1, . . . , Xn} = ∅.
Concluimos que P

(
T2(n) ≥ δ/3

)
puede ser acotado por la probabilidad de que nin-

guno de los n puntos, independientes, uniformemente distribuidos en Gc pertenezca
a una de las bolas B(zj, rεn/2). Por (H1), P

(
X1 ∈ B(zj, rεn/2)

)
≥ Kωd(rεn/2)d, ωd

es el volumen de la bola unitaria d-dimensional. Obtenemos que

P

(
T2(n) ≥ δ

3

)
≤ M máx

j
P
(
B (zj, rεn/2) ∩ {X1, . . . , Xn} = ∅

)
= M máx

j
P
(
X1 /∈ B

(
zj,

rεn
2

))n
≤ M

(
1− C(d,G)(rεn)d

)n ≤ exp
{
− C(d,G, δ)nεdn

}
.
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La serie con término general exp
{
− C(d,G, δ)nεdn

}
converge, por (H2).

Sólo nos queda el último término en 2.11. Por (H0) tenemos, para n suficientemente
grande

T3(n) =

∣∣∣∣∣µ
(
B(Gc, εn) ∩G

)
εn

− L0

∣∣∣∣∣ ≤ δ

3
. (2.17)

Por lo tanto, la demostración del teorema es consecuencia de aplicar los lemas ante-
riores y 2.17 a 2.11. Para demostrar que L̂n → L0 c.s. cuando n→∞ basta observar
que en L̂n el valor de µ(G) se remplaza por el del estimador consistente µ̂(G).

Dado que el estimador Ĉn de C0 se obtiene a partir de Ln simplemente dividiendo
por µ̂(G)(d−1)/d, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.16. Bajo (H0), (H1) y (H2) y el modelo (M1’) obtenemos que

Ĉn → C0 c.s. cuando n→∞.

Veamos ahora el resultado referido a la normalidad asintótica del estimador. Usa-
remos la notación N(a, σ2) para referirnos a la distribución normal, con esperanza a

y varianaza σ2. Denotaremos con el śımbolo
ω−→ a la convergencia débil.

Teorema 2.17. Bajo las hipótesis (H0) a (H5) y el modelo (M2), tenemos que

√
mεn(An − L0)

ω−→ N
(
0, µ(G)L0

)
cuando n→∞, (2.18)

y, bajo (M1’)

√
mεn(L̂n − L0)

ω−→ N
(
0, µ(G)L0

)
cuando n→∞. (2.19)

Demostración. La demostración de 2.18 sigue el mismo esquema que el teorema an-
terior. Descomponemos |µm,G(Hn)− L0| como en 2.11. Estudiaremos cada sumando
de forma separada, los últimos dos terminos tenderán a 0, de modo que del primero
obtendremos la convergencia débil del teorema. La demostración la haremos a partir
de los siguientes lemas

Lema 2.18. Bajo las hipótesis (H0)-(H2),

√
mεn

(
µm,G(Hn)

ε
− µ(Hn ∩G)

εn

)
ω−→ N

(
0, µ(G)L0

)
cuando n→∞.

Demostración. Calculemos la transformada de Laplace de la expresión a la izquierda.
Sea γ > 0, tenemos que

E

(
exp

{
−γ
√
mεn

(
µm,G(Hn)

εn
− µ(Hn ∩G)

εn

)})
= E

(
E

(
exp

{
− γ̃
√
mεn

(
I{Yj∈Hn} − βn

)}∣∣∣∣Hn

)m)
= E

((
1 +

1

2

γ̃2

mεn
(βn − β2

n) +O
[

1

(mεn)3/2

])m)
, (2.20)
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siendo γ̃ = µ(G)γ y βn = µ(Hn ∩ G)/µ(G) = E(I{Yi∈Hn}|Hn). La última igualdad
en 2.20 se sigue de hacer un desarrollo de Taylor de la función exponencial, hasta el
segundo orden. Obsérvese que dado que |I{Yi∈Hn} − βn| ≤ 1, el resto en el desarrollo

esta uniformemente acotado. Por otro lado sabemos que βn/εn
c.s.−→ L0/µ(G) por el

Lema 2.15 y 2.17. Luego, el Lema se sigue de aplicar convergencia dominada.

Lema 2.19. Bajo (H0)-(H5)

√
mεn

(
µ(Hn ∩G)

εn
−
µ
(
B(Gc, εn) ∩G

)
εn

)
ω−→ 0 cuando n→∞

Demostración. Simplemente tenemos que adaptar la prueba del Lema 2.15, usare-
mos la notación de dicho lema. El resultado queda demostrado si se demuestra que√
m/εnµ(Rn)→ 0 en probabilidad, cuando n→∞.

Sea δ > 0 y supongamos que √
m

εn
µ(Rn) ≥ δ. (2.21)

Definamos δn = δ
2
√
mεn

. Las hipótesis (H2) y (H3) implican que

µ
(
B
(
Gc, εn(1− δn)

)
∩G

)
= L0εn(1− δn) +O(ε2

n),

y luego, si estamos en el evento en el que 2.21 vale, existe z ∈ Γ tal que

B(z, εnδn) ∩ {X1, . . . , Xn} = ∅.

Consideremos ahora un cubrimiento de Γ por M bolas {Bj}1≤j≤M con radio εnδn/2,
centradas en {zj}1≤j≤M puntos de Γ. Es fácil ver que los centros pueden tomarse de
modo que M = O((1/εnδn)d). Finalmente, si j0 es tal que ‖z − zj0‖ ≤ εnδn/2, enton-
ces Bj0∩{X1, . . . , Xn} = ∅. El problema se reduce entonces a calcular la probabilidad
de tal evento.

P

(√
m

εn
µ(Rn) ≥ δ

)
≤ P

(
M⋃
j=1

{
{X1, . . . , Xn} ∩Bj = ∅

})
≤ M máx

j
P
(
{X1, . . . , Xn} ∩Bj = ∅

)
≤ C(G)

(
m

εn

)d/2(
1− C(d,G)

(εn
m

)d/2)n n−→ 0,

donde el último ĺımite se obtiene de reemplazar M y δn por sus valores y aplicar las
hipótesis (H1) y (H5).

Para demostrar el teorema observemos que (H4) implica

√
mεnT3(n) =

√
mεn

∣∣∣∣µ(B(Gc, εn) ∩G)

εn
− L0

∣∣∣∣ ≤ δ,

61
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si n es suficientemente grande. Lo cual, junto con los lemas 2.18 y 2.19 concluyen la
prueba de 2.18. Para demostrar 2.19 observemos que la diferencia µ̂(G)− µ(G) es de

orden 1/N ≤ 1/
√
n+m� 1/

√
mεn, por lo tanto podemos reemplazar An por L̂n en

2.18, manteniendo los órdenes de convergencia y las distribuciones asintóticas.

2.4. Caso α-convexo

En esta sección veremos resultados referentes a la estimación de volúmenes para
el caso en que el conjunto es un subconjunto de Rd α-convexo. Al igual que en la
sección anterior, buscamos estimar el contenido de Minkowski del borde del conjunto.
Supondremos que tenemos un conjunto G ⊂ (0, 1)d y denotaremos R = [0, 1]d\int(G).
Supongamos que tenemos observaciones (Z1, δ1), . . . , (Zn, δn) de una variable aleatoria
(Z, δ) con distribución uniforme en [0, 1]d, y δ = I{Z∈G}. Denotemos PX la distribución
de Z dado que sabemos que δ = 1 (es decir Z ∈ G) e Y la de Z dado que sabemos
δ = 0. Obsérvese que PX es uniforme en G y PY en R.

2.4.1. El estimador

Considremos Xn = {Zi : δi = 1} y Yn = {Zi : δi = 0},

Gn =Cα(Xn) = (Xn ⊕ α
◦
B)	 α

◦
B,

Rn =Cα(Yn) = (Yn ⊕ α
◦
B)	 α

◦
B,

y Γn = B(Gn, εn) ∩ B(Rn, εn) siendo εn una sucesión de numeros positivos que con-
verge a 0. Por lo tanto el estimador propuesto para el contenido de Minkowski L0(G)
es

Ln =
µ(Γn)

2εn
.

Veamos entonces uno de los resultados asintóticos.

Teorema 2.20. Sea G ⊂ (0, 1)d un conjunto compacto no vaćıo. Supongamos que
una bola de radio α > 0 rueda libremente por G y por Gc, entonces, con probabilidad
uno

ı́nf
εn
|Ln − L0| = O

(
log n

n

) 1
d+1

.

El óptimo se obtiene para εn = (log n/n)1/(d+1).

Demostración. El teorema será consecuencia de 3 proposiciones. En la primera se
establece que si Γ ⊂ B(ZXn , 2ρn) ∩ B(ZYn , 2ρn) donde ZXn =

{
Zi ∈ Xn : d(Zi,Γ) ≤

ρ2
n

}
y ZYn =

{
Zi ∈ Yn : d(Zi,Γ) ≤ ρ2

n

}
entonces B(Γ, εn) \ Γ está contenida en

Dn = B(Γ, εn) \ B(Γ, εn − Kρ2
n) para n suficientemente grande. En la segunda se

encuentra, basándose en que µ(Dn) = O(ρ2
n), una cota para |Ln − L0| dependiente

solo de εn y ρn. En la tercera se demuestra que efectivamente, con probabilidad 1,
Γ ⊂ B(ZXn , 2ρn) ∩B(ZYn , 2ρn).
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Proposición 2.21. Sea G un conjunto en las hipótesis del teorema 2.20, entonces

(i) Con probabilidad 1, Γn ⊂ B(Γ, εn).

(ii) Supongamos que ρn → 0 y ρ2
nε
−1
n → 0 y que

P
(
Γ ⊂ B(ZXn , 2ρn) ∩B(ZYn , 2ρn) a partir de cierto n

)
= 1,

donde ZXn =
{
Zi ∈ Xn : d(Zi,Γ) ≤ ρ2

n

}
y ZYn =

{
Zi ∈ Yn : d(Zi,Γ) ≤ ρ2

n

}
.

Entonces si K ≥ máx(2, 8/α), tenemos que

P
(
B(Γ, εn −Kρ2

n) ⊂ Γn a partir de un cierto n
)

= 1.

Demostración. Veamos la demostración de la parte (i). Bajo las hipótesis de que G
y Gc son α-convexos, se puede ver fácilmente que R también lo es. Dado que con
probabilidad 1 tenemos que Xn ⊂ G y Yn ⊂ R,

Gn = Cα(Xn) ⊂ Cα(G) = G y Rn = Cα(Yn) ⊂ Cα(R) = R.

Entonces, con probabilidad uno

Γn = B(Gn, εn) ∩B(Rn, εn) ⊂ B(G, εn) ∩B(R, εn) = B(Γ, εn), (2.22)

lo cual concluye la prueba de la parte (i). La parte (ii) quedará demostrada si se
demuestra que

P
(
Γ ⊂ B(Gn, Kρ

2
n) ∩B(Rn, Kρ

2
n) a partir de un cierto n

)
= 1, (2.23)

dado que si Γ ⊂ B(Gn, Kρ
2
n) ∩B(Rn, Kρ

2
n) y εn > Kρ2

n entonces

B(Γ, εn −Kρ2
n) ⊂ B

(
B(Gn, Kρ

2
n) ∩B(Rn, Kρ

2
n), εn −Kρ2

n

)
⊂ B(Gn, εn) ∩B(Rn, εn) = Γn.

Para demostrar 2.23 es suficiente ver que con probabilidad 1, para n suficientemente
grande,

xG = x−Kρ2
nη(x) ∈ Gn y xR = x+Kρ2

nη(x) ∈ Rn, (2.24)

para todo x ∈ Γ, donde η(x) es el vector normal saliente en el punto x. Para demostrar
2.24 necesitamos demostrar que xG no puede estar contenido en una bola de radio α
que no corte Xn, análogamente para xR. Para eso vamos a necesitar algunos lemas.

Lema 2.22. Sea G un conjunto en las hipótesis del Teorema 2.20, supongamos que

Γ ⊂ B(ZXn , 2ρn) ∩B(ZYn , 2ρn),

donde ZXn =
{
Zi ∈ Xn : d(Zi,Γ) ≤ ρ2

n

}
y ZYn =

{
Zi ∈ Yn : d(Zi,Γ) ≤ ρ2

n}.
Entonces para todo y ∈ Rd, tal que d(y,Γ) = α− κ con máx(2, 8/α)ρ2

n < κ ≤ α,

◦
B(y, α) ∩ Xn 6= ∅ y

◦
B(y, α) ∩ Yn 6= ∅.
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Demostración. Sea y tal que d(y,Γ) = α−κ con máx(2, 8/α)ρ2
n < κ ≤ α. Denotemos

como PΓy la proyección de y sobre Γ. Dado que Γ ⊂ B(ZXn , 2ρn), existe zx ∈ ZXn tal
que ‖zx − PΓy‖ ≤ 2ρn, además d(zx,Γ) ≤ ρ2

n < κ/2. Si ‖zx − y‖ ≥ α entonces, por el
Lema 1.40

‖zx − PΓy‖ ≥
√
ακ

2
> 2ρn,

lo cual es absurdo. La última desigualdad es consecuencia de que κ > 8ρ2
n/α. Por

lo tanto ‖zx − y‖ < α y
◦
B (y, α) ∩ Xn 6= ∅. Análogamente se demuestra que

◦
B

(y, α) ∩ Yn 6= ∅.

Antes de seguir con el siguiente lema vamos a introducir algo de notación, dado
que estamos suponiendo que G ⊂ (0, 1)d para todo x ∈ G

d
(
x,Rd \ (0, 1)d

)
> 0.

La función d
(
·,Rd \ (0, 1)d

)
es continua, alcanza su mı́nimo en el conjunto compacto,

G. Denotemos como e dicho mı́nimo.

e = mı́n
x∈G

d
(
x,Rd \ (0, 1)d

)
> 0.

Obsérvese que B(G, e) ⊂ [0, 1]d.

Lema 2.23. Sea x ∈ Rd un punto tal que 0 ≤ d(x,G) ≤ e/2, y /∈ [0, 1]d tal que

x ∈
◦
B(y, α). Entonces existe z0 ∈ R para el cual B(z0, e/4) ⊂

◦
B(y, α).

Demostración. la función

d(λ) = d
(
λx+ (1− λ)y,G

)
, 0 ≤ λ ≤ 1,

es continua. Dado que y /∈ [0, 1]d, tenemos que d(0) = d(y,G) > e. Por lo tanto

d(1) = d(x,G) ≤ e/2.

Luego por el Teorema de Bolzano, existe z0 en el segmento [x, y] tal que d(z0, G) =
3e/4. Más aun, z0 ∈ R ya que z0 ∈ B(G, e) ⊂ [0, 1]d y z0 /∈ G.

Veamos que B(z0, e/4) ⊂
◦
B(y, α). Sea z ∈ B(z0, e/4). Tenemos que

‖z − y‖ ≤ ‖z − z0‖+ ‖z0 − y‖ ≤
e

4
+ ‖z0 − y‖.

Dado que z0 está en el segmento [x, y]

‖z0 − y‖ = ‖x− y‖ − ‖x− z0‖.

De d(z0, G) = 3e/4 y d(x,G) ≤ e/2 se sigue que ‖x− z0‖ ≥ e/4 y, por lo tanto

‖z0 − y‖ = ‖x− y‖ − ‖x− z0‖ < α− e

4
.

Luego,

‖z − y‖ < e

4
+ α− e

4
= α.
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Caṕıtulo 2. Estimación de longitudes, áreas y volúmenes

Lema 2.24. Supongamos que Γ ⊂ B(ZXn , 2ρn) ∩ B(ZYn , 2ρn) y Kρ2
n < mı́n(e/2, α),

donde K ≥ máx(2, 8/α). Supongamos que dH(Xn, G) < α y dH(Yn, R) < mı́n(e/4, α).
Entonces, para todo x ∈ Γ,

x−Kρ2
nη(x) ∈ Gn y x+Kρ2

nη(x) ∈ Rn,

donde η(x) es el vector normal saliente en el punto x.

Demostración. Sea x ∈ Γ y xG = x−Kρ2
nη(x). El punto xG pertenece a Gn si toda

bola abierta de radio α que contenga a xG corta a algún punto de la muestra Xn. Sea

y ∈ Rd un punto tal que xG ∈
◦
B (y, α). Queremos demostrar que

◦
B (y, α) ∩ Xn 6= ∅.

Esto es inmediato cuando y ∈ G ya que por hipótesis dH(Xn, G) < α. Supongamos

entonces que y ∈ Gc. Ya que xG ∈
◦
B (y, α) ∩ G, entonces d(y,Γ) = α − κ, donde

κ > Kρ2
n ≥ máx(2, 8/α)ρ2

n. Por el Lema 2.22 tenemos que
◦
B(y, α) ∩ Xn 6= ∅.

Sea xR = x + Kρ2
nη(x). Al igual que antes, para demostrar que xR está en Rn

basta demostrar que
◦
B (y, α) ∩ Yn 6= ∅. Para todo y ∈ Rd tal que xR ∈

◦
B (y, α).

Nuevamente es inmediato cuando y ∈ R. Supongamos que y /∈ R. Tenemos dos

posibilidades: y ∈ G o y /∈ [0, 1]d. En el primer caso, como xR ∈
◦
B (y, α) ∩ Gc,

tenemos que d(y,Γ) = α − κ, con κ > Kρ2
n ≥ máx(2, 8/α)ρ2

n. El Lema 2.22 implica

entonces que
◦
B (y, α) ∩ Yn 6= ∅. Por último si y ∈ [0, 1]d, por la definición de xR

tenemos que d(xR, G) = Kρ2
n < e/2, entonces, por el Lema 2.23 existe z0 ∈ R tal que

B(z0, e/4) ⊂
◦
B (y, α). Dado que dH(Yn, R) < e/4, tenemos que B(z0, e/4) ∩ Yn 6= ∅.

Por lo tanto
◦
B(y, α) ∩ Yn 6= ∅.

La Proposición 2.21 queda demostrada ya que las condiciones del Lema 2.24 se
cumplen con probabilidad 1, para n suficientemente grande.

Veamos ahora la segunda proposición, que establece una cota para |Ln − L0| que
se obtiene a partir de separar la resta en sesgo |L(εn)− L0| y varianza |Ln − L(εn)|.
Proposición 2.25. Bajo las hipótesis de la Proposición 2.21 tenemos, con probabi-
lidad uno

|Ln − L0| ≤ |L(εn)− L0|+O
(
ρ2
n

εn

)
= O(εn) +O

(
ρ2
n

εn

)
,

y
ı́nf
εn
|Ln − L0| = O(ρn).

Demostración. Sabemos que |L(εn) − L0| = O(εn). Por otro lado, de la Proposición
2.21 tenemos que

P
(
B(Γ, εn −Kρ2

n) ⊂ Γn ⊂ B(Γ, εn) a partir de cierto n
)

= 1.

Entonces, con probabilidad 1, para n suficientemente grande

|Ln − L(εn)| =
µ
(
B(Γ, εn)

)
2εn

− µ(Γn)

2εn
≤
µ
(
B(Γ, εn

)
− µ

(
B(Γ, εn −Kρ2

n)
)

2εn
,
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Caṕıtulo 2. Estimación de longitudes, áreas y volúmenes

veamos ahora un lema que nos será necesario para concluir la demostración de la
proposición anterior.

Lema 2.26. Supongamos que F (ε) = µ
(
B(Γ, ε)

)
es diferenciable en un entorno de

0 y que la derivada F ′ es continua en 0, entonces

ĺım
n→∞

µ(Dn)

2Kρ2
n

= L0,

donde Dn = B(Γ, εn) \B(Γ, εn −Kρ2
n).

Demostración. Para n suficientemente grande, (dado que εn, ρn → ∞ y ρ2
nε
−1
n → 0)

tenemos que

µ(Dn)

2Kρ2
n

=
µ
(
B(Γ, εn

)
− µ

(
B(Γ, εn −Kρ2

n)
)

2Kρ2
n

=
F (εn)− F (εn −Kρ2

n)

2Kρ2
n

=
F ′(ςn)Kρ2

n

2Kρ2
n

=
F ′(ςn)

2

donde hemos aplicado el Teorema del Valor Medio, siendo ςn un punto en el intervalo
(εn −Kρ2

n, εn). Dado que F ′ es continua en 0,

ĺım
n→∞

µ(Dn)

2Kρ2
n

=
F ′(0)

2
= L0

Por el Lema 2.26, tenemos que, con probabilidad 1

|Ln − L(εn)| = O
(
ρ2
n

εn

)
.

Por lo tanto, con probabilidad 1

|Ln − L0| ≤ |L(εn)− L0|+O
(
ρ2
n

εn

)
= O(εn) +O

(
ρ2
n

εn

)
.

Por lo tanto si igualamos los órdenes a la derecha de la última expresión obtenemos
que εn = ρn y

ı́nf
εn
|Ln − L0| = O

(
log n

n

) 1
d+1

.

Esto concluye la demostración de la Proposición 2.25.

Proposición 2.27. Si c > 0 es suficientemente grande entonces

P
(
Γ ⊂ B(ZXn , 2ρn) ∩B(ZYn , 2ρn) a partir de un cierto n

)
= 1,

donde

ρn =

(
c log n

n

) 1
d+1

,

ZXn =
{
Zi ∈ Xn : d(Zi,Γ) ≤ ρ2

n

}
y ZYn =

{
Zi ∈ Yn : d(Zi,Γ) ≤ ρ2

n

}
.
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Demostración. El Teorema 1 de Dümbgen y Walther (1996), ver [11], establece que,
para ρn > 0,

P
(
Γ * B(ZUn , 2ρn)

)
≤ ρ−dn

∏
(G,ZUn , ρn), U = X ,Y ,

donde
∏

(G,ZUn , ρn) = supx∈Γ P
(
B(x, ρn) ∩ ZUn = ∅

)
. Por el Lema de Borel-Cantelli

es suficiente demostrar que

∞∑
n=1

ρ−dn
∏

(G,ZUn , ρn) <∞, U = X ,Y . (2.25)

Dado x ∈ Γ. Como Z es uniformemente distribuido en [0, 1]d tenemos que, para
ρ2
n < e,

P
(
B(x, ρn) ∩ ZXn = ∅

)
= P

(
Zi /∈ B(x, ρn) ∩B(Γ, ρ2

n) ∩G, i = 1, . . . , n
)

=
(

1− µ
(
B(x, ρn) ∩B(Γ, ρ2

n) ∩G
))n

≤ exp
(
− nµ

(
B(x, ρ) ∩B(Γ, ρ2

n) ∩G
))
.

Análogamente

P
(
B(x, ρn) ∩ ZYn = ∅

)
≤ exp

(
− nµ

(
B(x, ρn) ∩B(Γ, ρ2

n) ∩R
))
.

Por 1.44, sabemos que

P
(
B(x, ρn) ∩ ZXn = ∅

)
≤ exp

(
− nγρd+1

n

)
, U = X ,Y .

Esto concluye la demostración de la Proposición.

El Teorema es una consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.21, 2.25 y 2.27.
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Caṕıtulo 3

Estimación de conjuntos: Datos
insuficientes

3.1. Introducción

Hasta ahora hemos estudiado la estimación de ciertos subconjuntos de Rd, y hemos
propuesto estimadores para el borde de dichos conjuntos, bajo el supuesto de que dada
una muestra X1, . . . , Xn sabemos exactamente, o bien que todos los Xi pertenecen
al conjunto, tal es el caso del estimador de Devroye y Wise, o que podemos dividir
la muestra en puntos del conjunto y puntos del complemento, en el caso en que
nos interesó estimar longitudes, áreas, etc. El presente caṕıtulo pretende mostrar
a partir de ejemplos que en ciertos casos de interés práctico no podemos hacer esa
división, y lo que se tiene entonces son simplemente mediciones X1, . . . , Xn realizadas
en puntos Z1, . . . , Zn de [0, 1]d y sabemos únicamente, que algunas de ellas tienen
una distribución desconocida F , en un cierto conjunto desconocido S, y el resto otra
distribución, también desconocida y distinta de F , que llamaremos G. Lo que se
busca entonces es estimar el conjunto S. Si supiéramos cuáles Xi tienen distribución
F y cuales G, sin saber necesariamente cuales son dichas distribuciones, estaŕıamos
entonces en los casos estudiados en los caṕıtulos anteriores.

Pensemos a modo de ejemplo muy simple, que estamos en el intervalo [0, 1] y
nuestro conjunto S es de la forma [0, θ), que tenemos mediciones X1, . . . , Xn en puntos
Z1, . . . , Zn de [0, 1], los Xi para los cuales Zi ∈ S, tienen cierta distribución F y los
Xi para los cuales Zi ∈ Sc tienen distribución G, éste modelo tan simple ha sido
ampliamente estudiado en la literatura, y se conoce con el nombre de problema de
punto de cambio. Podemos pensar que lo que tenemos son mediciones a lo largo del
tiempo de algún fenómeno f́ısico y lo que buscamos es el punto de cambio en la
distribución de dichas mediciones.

Para el caso d = 2 surge de manera natural imaginar que nuestro conjunto en
cuestión es un área geográfica. Consideremos la siguiente aplicación a la forestación,
pensemos que las observaciones {Xi : i ∈ I} representan alturas de árboles, y que
por ejemplo F es la distribución de árboles sanos y G la de árboles con alguna
patoloǵıa. El objetivo es entonces estimar el conjunto que delimita los árboles sanos
del resto. Ejemplos análogos pueden pensarse en el área de oceanograf́ıa, siendo las
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Xi mediciones de profundidades, etc.

3.2. Motivación intuitiva del estimador propuesto

Vamos a expresar primero con algo más de precisión lo dicho en la sección anterior.
Supondremos que el conjunto que queremos estimar, S ⊂ (0, 1)d, es Borel medible, y
que tenemos datos (Zi, Xi)i=1,...,n independientes donde Zi tiene distribución uniforme
en [0, 1]d yXi tiene distribución F si Zi ∈ S yG 6= F si Zi ∈ Sc. Las distribuciones F y
G son totalmente desconocidas, la única suposición que se hará es que son distintas. El
objetivo será elegir según algún criterio que se especificará, un conjunto que aproxime
S en medida, que tomaremos de una familia que denotaremos Γn (cuyo cardinal
anotamos |Γn|). Para definir la familia Γn consideremos una grilla Ud generada de la
siguiente manera, dividimos el j-ésimo (1 ≤ j ≤ d) eje en nj divisiones igualmente
espaciadas (1/n1, 2/n2, . . . , nj/nj) de modo que los nodos de la grilla son los puntos
l = (l1/n1, l2/n2, . . . , ld/nd) con lj ∈ {1, 2, . . . , nj}. Γn serán entonces conjuntos T
generados como unión de rectángulos con vértices en la grilla.

Vamos a introducir primero algo de notación:

1) Si A ⊂ (0, 1)d es medible, fijado n, |A|=#{i : Zi ∈ A}.
2) Para εn > 0 y T ∈ Γn anotamos:

T ⊕ εnB :=
⋃

l∈T∩Ud

B(l, εn).

Tomaremos εn de modo que T ⊂ T ⊕ εnB
3) Por simplicidad si A es un conjunto medible, usaremos la notación j ∈ A para
{j : Zj ∈ A}.

Dado un T ∈ Γn consideremos las distribuciones emṕıricas

hT (x) :=
1

|T ⊕ εnB|
∑

i∈T⊕εnB

I{Xi≤x}

y

hT c(x) :=
1

|(T ⊕ εnB)c|
∑

i∈(T⊕εnB)c

I{Xi≤x}.

Tenemos entonces que hT (x) es una estimación de:

|T ⊕ εnB ∩ S|F (x) + |T ⊕ εnB ∩ Sc|G(x)

|T ⊕ εnB|
,

y hT c(x) de:
|(T ⊕ εnB)c ∩ S|F (x) + |(T ⊕ εnB)c ∩ Sc|G(x)

|(T ⊕ εnB)c|
,

y por lo tanto

|hT (x)− hT c(x)| ≈
∣∣∣∣ |T ⊕ εnB ∩ S||T ⊕ εnB|

− |(T ⊕ εnB)c ∩ S|
|(T ⊕ εnB)c|

∣∣∣∣ |F (x)−G(x)| .

Observar que la expresión anterior está mayorada por |F (x)−G(x)|.
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3.2.1. Definición del Estimador

Consideremos la diferencia dTi := |hT (Xi) − hT c(Xi)| para i = 1, . . . , n, y una
función N(dT1 , d

T
2 , . . . , d

T
n ). La función N debe cumplir ciertas propiedades que se es-

pecificarán más adelante.Como ejemplos de funciones que cumplen esas propiedades
tenemos la norma de Kolmogorov-Smirnov NKS(d1, . . . , dn) := sup1≤i≤ndi, la nor-
ma de Cramér-von Mises NCv(d1, . . . , dn) = (

∑n
i=1 d

2
i /n)1/2, y la media aritmética

Nam(d1, . . . , dn) :=
∑n

i=1 di/n.
Finalmente, para definir el estimador, tenemos que tener en cuenta valores muy

chicos de |T ⊕ εnB| (relativos a n) ya que estos producen valores de di muy grandes.
Esto se logra multiplicando por |T ⊕ εnB|/n. Por las mismas razones, multiplicamos
por |(T ⊕ εnB)c|/n.

El candidato a estimador Ŝn se define como el conjunto T en Γn que maximiza la
función

D(T ) :=
|T ⊕ εnB|

n

|(T ⊕ εnB)c|
n

N(dT1 , . . . , d
T
n ),

es decir Ŝn := argmaxT∈ΓnD(T ).

3.2.2. Sobre la distancia entre conjuntos

Para medir la proximidad entre conjuntos vamos a tener en cuenta que tan próximo
está T ⊕ εB de S y que tan próximo está (T ⊕ εnB)c de Sc. Para eso, si A4B denota
la diferencia simétrica entre A y B, definimos:

∂(A,B) := mı́n
{
µ(A4B), µ(Ac4B)

}
.

Observación 3.1. ∂( . , . ) tiene las siguientes propiedades:

(1.a) ∂(A,B) ≥ 0

(1.b) ∂(A,A) = 0

(1.c) ∂(A,B) = ∂(B,A)

(1.d) ∂(A,C) ≤ ∂(A,B) + ∂(B,C)

Demostración. Las propiedades 1.a, 1.b y 1.c son obvias a partir de la definición,
veamos la prueba de (1.d). Si escribimos ∂(A,B) en términos de A,B y C obtenemos:

∂(A,B) = mı́n
{
µ(A ∩Bc ∩ C) + µ(A ∩B ∩ Cc) + µ(Ac ∩B ∩ C) + µ(Ac ∩B ∩ Cc),

µ(Ac ∩Bc ∩ C) + µ(Ac ∩Bc ∩ Cc) + µ(A ∩B ∩ C) + µ(A ∩B ∩ Cc)
}
.

=: mı́n{U, V } .

Si hacemos un desarrollo análogo para ∂(A,C) y ∂(C,B) en términos de A, B y C.
Uno de los cuatro posibles valores de ∂(A,C) + ∂(C,B), es:

W := µ(C∩Ac∩B)+µ(C∩Ac∩Bc)+µ(Cc∩A∩B)+µ(Cc∩A∩Bc)+µ(B∩Cc∩A)

+ µ(B ∩ Cc ∩ Ac) + µ(Bc ∩ C ∩ A) + µ(Bc ∩ C ∩ Ac)
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Como los sumandos de U son un subconjunto de los sumandos de W obtenemos que
∂(A,B) = mı́n{U, V } ≤ U ≤ W . Desigualdades análogas se obtienen para las otras
tres posibles expresiones de ∂(A,C) + ∂(C,B).

3.2.3. N(.)

Definición 3.2. Una función N(.): Rn
+ → R1

+ es una norma de promedios-dominante
si se cumple:

D.a) Simétria N(.) es simétrica en sus n variables.

D.b) Homogeneidad N(αd1, . . . , αdn) = αN(d1, . . . , dn) para todo α ≥ 0.

D.c) Desigualdad TriangularN(d1+c1, . . . , dn+cn) ≤ N(d1, . . . , dn)+N(c1, . . . , cn).

D.d) Identidad N(1, . . . , 1) = 1.

D.e) Monotońıa N(d1, . . . , dn) ≤ N(c1, . . . , cn) siempre que di ≤ ci para todo i.

D.f) Promedio-Dominancia N(d1, . . . , dn) ≥
∑n

i=1 di/n.

Es fácil ver que las normas NKS, NCv, y Nam son normas promedio-dominante.

3.2.4. Hipótesis sobre Γn

Supondremos que:

T1) ∀T ∈ Γn |T |/n > 0 y 0 < µ(S) < 1.

T2) ∀n existe Tn ∈ Γn y εn tal que la sucesión {Tn} cumple nδ∂(S, T ⊕ εnB)→ 0
cuando n→∞, para δ < 1/2.

Es claro que si no tenemos tales candidatos en Γn no podremos elegir ninguno que
aproxime S en medida.

T3) ∀γ > 0 |Γn| exp(−γn1−2δ) < n−α con α > 1 siendo δ como en T2.

El modelo que aqúı se propone tiene como motivación el propuesto en [4]. La
diferencia escencial respecto del trabajo de Carlstein y Krishnamoorthy es que en
dicho trabajo se toman los Zi en una grilla que depende de n y no del azar, por no
tomar aqúı tal grilla es que en ciertos cálculos vamos a tener que tomar esperanza
condicionada. Otra diferencia a destacar es que en éste trabajo no se pide la condición
R4) de regularidad del borde.
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Caṕıtulo 4

Convergencia en medida del
estimador

4.1. Introducción

El propósito de este caṕıtulo es presentar los resultados teóricos referidos a la
consistencia del estimador propuesto en el caṕıtulo anterior.

Teorema 4.1. Consistencia: bajo las hipótesis T1) a T3)

nδ∂(S, Ŝn)→ 0 cuando n tiende a infinito, c.s.

Teorema 4.2. Error en Probabilidad: bajo las hipótesis T1) a T3) se cumple
que

P
(
∂(S, Ŝn) > ε

)
≤ c1|Γn| exp

{
− c2ε

2n
}
,

para n suficientemente grande, siendo c1 y c2 constantes positivas

Demostración. Vamos a demostrar el teorema 4.1 y 4.2 a partir de:

P
(
nδ∂(S, Ŝn) > ε

)
≤ c1|Γn| exp

{
− c2ε

2n1−2δ
}
,

para n suficientemente grande.
De la desigualdad anterior, tomando δ = 0 se concluye el teorema 4.2. El teorema 4.1
es una aplicación directa del Lema de Borel-Cantelli y de la hipótesis T3).

Vamos a introducir primero algo de notación que será utilizada más adelante.

Definición 4.3. Vamos a definir para T ∈ Γn

ηT (x) :=
[
µ(T ⊕ εnB ∩ S)F (x) + µ(T ⊕ εnB ∩ Sc)G(x)

]
/µ(T ⊕ εnB).

ηT c(x) :=
[
µ
(
(T ⊕ εnB)c ∩ S

)
F (x) + µ

(
(T ⊕ εnB)c ∩ Sc

)
G(x)

]
/µ((T ⊕ εnB)c).

δTni :=
∣∣ηT (Xn

i )− ηT c(Xn
i )
∣∣.

∆(T ) := µ
(
T ⊕ εnB

)
µ
(
(T ⊕ εnB)c

)
S
(
δTni : i = 1, . . . , n

)
.
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Veamos ahora dos lemas que nos permitirán trabajar con ∆(T ) en lugar de con
D(T ), esto presenta la ventaja de que en la definición de ∆(T ) tenemos F y G
en lugar de las distribuciones emṕıricas, y las medidas exactas de los conjuntos en
lugar de las aproximaciones emṕıricas. Necesitaremos por lo tanto cotas exponenciales
para la diferencia entre la distribución emṕırica de F , Fn, y F (de igual forma entre
la distribución emṕırica de G, Gn, y G) y resultados de consistencia de la medida
emṕırica de los conjuntos.

Lema 4.4. Bajo las hipótesis T1) y T3), dado εn > 0

nδ sup
T∈Γn

∣∣∣∣µ(T ⊕ εnB)− |T ⊕ εnB|
n

∣∣∣∣→ 0 c.s.

Demostración.

P

(
nδ sup

T∈Γn

∣∣∣∣µ(T ⊕ εnB)− |T ⊕ εnB|
n

∣∣∣∣ > ε

)
≤
∑
T∈Γn

P

(∣∣∣∣µ(T ⊕ εnB)− |T ⊕ εnB|
n

∣∣∣∣ > εn−δ
)
.

Vamos a usar la desigualdad de Hoeffding que dice que si X1, . . . , Xn son indepen-
dientes, P (Xi ∈ [ai, bi]) = 1 S =

∑n
i=1 Xi entonces

P
(
S − E(S) ≥ nε

)
≤ exp

(
− 2n2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
.

Consideremos Yi i = 1, . . . , n i.i.d con distribución Bernoulli(µ(T ⊕εnB)) entonces

P

(
|T ⊕ εnB|

n
− µ(T ⊕ εnB) > εn−δ

)
=P

(∑n
i=1 Yi
n

− µ(T ⊕ εnB) > εn−δ
)

=P

(
n∑
i=1

Yi − nµ(T ⊕ εnB) > εn1−δ

)
≤ exp

{
− 2n1−2δε2

}
Usando T3) se concluye la tesis.

Con argumentos análogos se puede ver que

nδ sup
T∈Γn

∣∣∣∣µ(T ⊕ εnB ∩ S)− |T ⊕ εnB ∩ S|
n

∣∣∣∣→ 0 c.s.

y lo mismo para (T ⊕ εnB)c.

Lema 4.5. Para n suficientemente grande

P

(
nδ sup

T∈Γn

|D(T )−∆(T )| > ε

)
≤ K|Γn| exp

{
− kε2n1−2δ

}
.
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Demostración. Definamos D̃(T ) := µ
(
T ⊕ εnB

)
µ
(
(T ⊕ εnB)c

)
S
(
dTni : i = 1, . . . , n

)
y

observemos que∣∣∣D̃(T )−D(T )
∣∣∣ =

∣∣∣∣(µ(T ⊕ εnB)− |T ⊕ εnB|
n

)
µ
(
(T ⊕ εnB)c

)
+

(
µ
(
(T ⊕ εnB)c

)
− |(T ⊕ εnB)c|

n

)
|T ⊕ εnB|

n

∣∣∣∣S(dTni : i = 1, . . . , n
)
.

Tenemos que por las propiedades D.e) y D.c) S(dTni : i = 1, . . . , n) ≤ 1 y, por
el Lema 4.4 basta probar la desigualdad del Lema 4.5 para D̃. Anotemos Hni

T :=∣∣hT (Xi) − ηT (Xi)
∣∣ y Hni

T c :=
∣∣hT c(Xi) − ηT c(Xi)

∣∣ y eTni := Hni
T + Hni

T c entonces dTni ≤
eTni+δTni y δTni ≤ eTni+dTni, entonces usando las propiedades D.e) y D.c) de S tenemos
que D̃(T ) − ∆(T ) ≤ µ

(
T ⊕ εnB

)
µ
(
(T ⊕ εnB)c

)
S
(
eTni : i = 1, . . . , n

)
. Las mismas

cotas se pueden obtener para ∆(T )−D̃(T ) de donde usando D.c) se obtiene |D̃(T )−
∆(T )| ≤ µ(T ⊕ εnB)S

(
Hni
T : i = 1, . . . , n

)
+ µ
(
(T ⊕ εnB)c

)
S
(
Hni
T c : i = 1, . . . , n

)
.

Hni
T ≤

∣∣∣∣
∑

j∈T⊕εnB∩S I{Xj≤Xi}
|T ⊕ εnB ∩ S|

− F (Xi)

∣∣∣∣ |T ⊕ εnB ∩ S||T ⊕ εnB|

+F (Xi)

∣∣∣∣ |T ⊕ εnB ∩ S||T ⊕ εnB|
− µ(T ⊕ εnB ∩ S)

µ(T ⊕ εnB)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣
∑

j∈T⊕εnB∩Sc I{Xj≤Xi}
|T ⊕ εnB ∩ Sc|

−G(Xi)

∣∣∣∣ |T ⊕ εnB ∩ S||T ⊕ εnB|

+G(Xi)

∣∣∣∣ |T ⊕ εnB ∩ Sc||T ⊕ εnB|
− µ(T ⊕ εnB ∩ Sc)

µ(T ⊕ εnB)

∣∣∣∣ . (4.1)

El primer valor absoluto se acota por:

FT := sup
x∈R

∣∣∣∣
∑

j∈T⊕εnB∩S I{Xj≤x}
|T ⊕ εnB ∩ S|

− F (x)

∣∣∣∣ ,
en el segundo sumando acotamos F (Xi) por 1. De forma análoga se acota en tercer y
cuarto sumando. Obtenemos Hni

T ≤ Hn
T donde Hn

T no depende de i. Por argumentos
análogos se puede acotar Hni

T c ≤ Hn
T c . Por lo tanto aplicando propiedades D.e),D.b)

y D.d) obtenemos que∣∣D̃(T )−∆(T )
∣∣ ≤ µ

(
T ⊕ εnB

)
Hn
T + µ

(
(T ⊕ εnB)c

)
Hn
T c .

Si usamos la desigualdad 4.1, el lado derecho de esta desigualdad da lugar a 4
sumandos análogos. Uno de ellos es:∣∣∣∣(µ(T ⊕ εnB)− |T ⊕ εnB|

n

)
|T ⊕ εnB ∩ S|

n
+
|T ⊕ εnB ∩ S|

n

∣∣∣∣FT
+

∣∣∣∣(µ(T ⊕ εnB)− |T ⊕ εnB|
n

)
|T ⊕ εnB ∩ S|

n
+

(
|T ⊕ εnB ∩ S|

n
− µ(T ⊕ εnB ∩ S)

)∣∣∣∣ .
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Observemos que si aplicamos el Lema 4.4 es suficiente considerar

P

(
sup
T∈Γn

|T ⊕ εnB ∩ S|
n

FT > εn−δ
)
≤
∑
T∈Γn

P

(
FT > ε

n1−δ

|T ⊕ εnB ∩ S|

)
. (4.2)

Para acotar cada sumando de la ultima desigualdad usaremos la desigualdad de Dvo-
retzky, Kiefer, y Wolfowitz que dice que si X1, X2, . . . , Xn son variables aleatorias
i.i.d con distribución F y si

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I[Xi<∞)(x) x ∈ R,

entonces

P

(
sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| > ε

)
≤ 2 exp{−2nε2}.

Por lo tanto si usamos esta desigualdad, condicionando a |T ⊕ εnB ∩ S|, tenemos
que cada sumando en 4.2 se puede acotar por K1 exp{−k1ε

2n1−2δ}. Esto concluye la
demostración del Lema 4.5.

Los siguientes tres lemas tienen como objetivo relacionar la proximidad de T a θ,
según la distancia ∂(T, θ), con la de ∆(T ) a ∆(θ).

Lema 4.6. Para T ∈ Γn si definimos δSni := |F (Xi)−G(Xi)| entonces

∆(T ) = ρ(T )S
(
δSni : i = 1, . . . , n

)
,

siendo

ρ(T ) :=
∣∣µ(T ⊕ εnB ∩ S)µ((T ⊕ εnB)c

)
− µ

(
(T ⊕ εnB)c ∩ S

)
µ
(
T ⊕ εnB

)
|.

Demostración. Observemos que

δTni =
ρ(T )δSni

µ
(
T ⊕ εnB

)
µ
(
(T ⊕ εnB)c

) ,
y por lo tanto el lema es consecuencia de la propiedad D.b).

Lema 4.7. Para cada T ∈ Γn tenemos que, si definimos

∆(S) = ρ(S)S(δSni : i = 1, . . . , n)

y ρ(S) := µ(S)µ(Sc) entonces
∆(T ) ≤ ∆(S).

Demostración. Observemos que por el Lema 4.6 es suficiente probar que ρ(T ) ≤
µ(S)µ(Sc). Consideremos la expresión dentro del módulo, en la definición de ρ(T ). Si
esta expresión es positiva entonces ρ(T ) es igual a

µ
(
T ⊕ εnB ∩S

)
µ
(
(T ⊕ εnB)c ∩S

)
−µ
(
(T ⊕ εnB)c ∩S

)
µ
(
T ⊕ εnB ∩S

)
≤ µ(S)µ(Sc).

El caso negativo es análogo.
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Lema 4.8. Para γ > 0, si ∂(S, T ) < γ entonces ρ(S)−ρ(T ) ≤ γ y si ∂(S, T⊕εnB) >
γ entonces ρ(S)− ρ(T ) > k′γ > 0.

Demostración. Observemos que

ρ(S)− ρ(T ) = mı́n
{
µ
(
Sc ∩ T ⊕ εnB

)
µ
(
S
)

+ µ
(
S ∩ (T ⊕ εnB)c

)
µ
(
Sc
)
,

µ
(
S ∩ T ⊕ εnB

)
µ
(
Sc
)

+ µ
(
Sc ∩ (T ⊕ εnB)c

)
µ
(
S
)}
. (4.3)

Si comparamos esta expresión con la definición de ∂(S, T ⊕ εnB), la primer impli-
cancia es inmediata. Para la segunda, tenemos por hipótesis que

máx
{
µ
(
Sc ∩ T ⊕ εnB

)
, µ
(
S ∩ (T ⊕ εnB)c

)}
>
γ

2

y que

máx
{
µ
(
S ∩ T ⊕ εnB

)
, µ
(
Sc ∩ (T ⊕ εnB)c

)}
>
γ

2
.

Por lo tanto usando la ecuación 4.3 tenemos que

ρ(S)− ρ(T ) > mı́n
{
µ(S), µ(Sc)

}γ
2
.

El último lema, de caracter algo técnico que utilizaremos para demostrar el Teo-
rema es el siguiente:

Lema 4.9. Anotemos ϕF :=
∫∞
−∞ |F (x)−G(x)|dF (x) y ϕG :=

∫∞
−∞ |F (x)−G(x)|dG(x)

y ϕ := ϕFµ(S) + ϕGµ(Sc). Entonces ϕ > 0.

Demostración. Por hipótesis tenemos que Φ :=
{
x ∈ R : |F (x) − G(x)| > 0

}
6= ∅.

Es suficiente ver que
∫

Φ
dF (x) > 0 o

∫
φ
dG(x) > 0. El caso en que Φ contiene un

punto de discontinuidad de F o G es trivial por lo que supondremos que F y G son
continuas en cada x ∈ Φ.

Tomemos x0 ∈ Φ y supongamos F (x0) > G(x0). Entonces σ :=
{
y ∈ (−∞, x0] :

F (x) > G(x)∀x ∈ (y, x0]
}

es no vaćıo por continuidad. Anotemos y0 := ı́nf{y ∈ σ}.
Si y0 = −∞, entonces (−∞, x0] ⊂ Φ y

∫
Φ
dF (x) ≥ F (x0) > G(x0) ≥ 0. Si y0 > −∞,

entonces F (x0) ≤ G(y0) y también (y0, x0] ⊂ Φ, de donde
∫

Φ
dF (x) ≥ F (x0)−F (y0) ≥

F (x0)−G(x0) > G(x0)−G(y0) ≥ 0.

Demostración del Teorema 2
Aplicando los Lemas 4.6, 4.7, 4.8 y la propiedad D.f) de S tenemos que:

∂(S, T ) > γ ⇒ |∆(S)−∆(T )| =
(
ρ(S)− ρ(T )

)
S
(
δSni : i = 1, . . . , n

)
> k′γδSn .

donde δSn =
∑n

i=1 δ
S
ni/n. Por lo tanto si ω := ϕ/2 > 0 :

P
(
∂(S, Ŝn) > εn−δ

)
≤ P

(
|∆(S)−∆(Ŝn)| > k′εn−δδSn

)
≤

P
(
|∆(S)−∆(Ŝn)| > k′εn−δω

)
+ P

(
δSn < ω

)
. (4.4)

Vamos a acotar el primer sumando, para eso
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Lema 4.10. Para n suficientemente grande:

P
(
nδ
∣∣∣∆(Ŝn)−∆(S)

∣∣∣ > ε
)
≤ K̃|Γn| exp

{
− k̃ε2n1−2δ

}
.

Demostración. Sea T 0
n ∈ Γn el subconjunto que maximiza ∆(.) sobre Γn. Tenemos

que, por el Lema 4.7 ∆(S) ≥ ∆(T 0
n) ≥ ∆(T ) ∀T ∈ Γn, y por definición tenemos que

D(Ŝn) ≥ D(T ) ∀T ∈ Γn.

|∆(Ŝn)−∆(S)| ≤ |∆(Ŝn)−D(Ŝ)|+ |D(Ŝn)−∆(T 0
n)|+ |∆(T 0

n)−∆(S)|. (4.5)

|D(Ŝn) − ∆(T 0
n)| se puede acotar por supT∈Γn |D(T ) − ∆(T )| ya que D(Ŝn) ≥

∆(T 0
n) ≥ ∆(Ŝn) o ∆(T 0

n) ≥ D(Ŝn) ≥ D(T 0
n). La misma cota se puede aplicar en

|∆(Ŝn)−D(Ŝn)|.
Usando los Lemas 4.6 y 4.7 y las propiedades D.e) y D.c) de S obtenemos que

|∆(T 0
n)−∆(S)| ≤ ∆(S)−∆(T ) =

(
ρ(S)− ρ(T )

)
S
(
δSni : i = 1, . . . , n

)
≤ ρ(S)− ρ(T ).

Por la hipótesis T2) sabemos que para n suficientemente grande ∂(S, Tn) < εn−δ

para algún Tn ∈ Γn. Por lo tanto si usamos el Lema 4.8 hemos acotado |∆(T 0
n)−∆(S)|

por ε. El Lema 4.10 es entonces una aplicación del Lema 4.5.

Para el segundo observemos que P (δSn < ω) ≤ P (|δSn − ϕ| > ω). Anotemos δ
S

n :=∑
i∈S δ

S
ni/|S| y δSn :=

∑
i∈Sc δ

S
ni/|Sc| por lo tanto tenemos δSn = δ

S

n(|S|/n) + δSn(|S|/n);
escribimos

|δSn − ϕ| ≤ δ
S

n

∣∣∣∣ |S|n − µ(S)

∣∣∣∣+ µ(S)|δSn − ϕF |+ δSn

∣∣∣∣ |Sc|n − µ(Sc)

∣∣∣∣+ µ(Sc)|δSn − ϕG|.

El primer y tercer sumando se acotan usando el Lema 4.4. Consideremos el segundo
sumando, un argumento análogo se aplica al cuarto. Por la ecuación (2.3) de [12]
tenemos que

P
(
|δSn − ϕF | > ω/4

)
= E

(
P
(
|δSn − ϕF | > ω/4 | |S|

))
≤ E

(
exp

{
− c̃|S|

})
=

n∑
j=0

(
µ(S)

ec̃

)j
(1− µ(S))n−jCn

j =

(
1− µ(S)

(
1− 1

ec̃

))n
= exp{−nk}

con k constante positiva.Al juntar la cota de Höeffding con la que obtuvimos de
aplicar el Lema 4.9 se concluye la demostración del Teorema 2.

4.2. Una generalización del caso anterior

En esta sección veremos que es posible generalizar los resultados de la sección
anterior para el caso en que (siguiendo la notación del caṕıtulo anterior) las variables
Xi toman valores en Rd. Vamos a suponer que F o G son absolutamente continuas
respecto de la medida de Lebesgue en Rd. Tenemos que definir entonces quien será el
estimador a maximizar, y mas precisamente, quienes son los di. De forma análoga a lo
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Caṕıtulo 4. Convergencia en medida del estimador

hecho en el caṕıtulo anterior, definimos la familia Γn, y usaremos la misma notación
que antes. Definimos además para T ∈ Γn y x ∈ Rd las distribuciones emṕıricas:

hT (x) :=
1

|T ⊕ εnB|
∑

i∈T⊕εnB

I{Xi≤x}

y

hT c(x) :=
1

|(T ⊕ εnB)c|
∑

i∈(T⊕εnB)c

I{Xi≤x},

donde entendemos por {Xi ≤ x} que si Xi = (Xi1, . . . , Xid) y x = (x1, . . . , xd) enton-
ces Xi1 ≤ x1, . . . , Xid ≤ xd. Observemos que con esta notación es posible definir los
di y por lo tanto D de forma totalmente análoga a lo hecho anteriormente.

4.2.1. Hipótesis sobre Γn

Vamos a pedir que se cumplan las condiciones T1) y T2) y además una condición
algo mas fuerte que T3):

T’3) ∀γ > 0 |Γn|(n+ 1)d exp(−γn1−2δ) < n−α con α > 1 siendo δ como en T2.
Lo que demostraremos será entonces,

Teorema 4.11. Consistencia: bajo las hipótesis T1), T2) y T’3))

nδ∂(S, Ŝn)→ 0 cuando n tiende a infinito, c.s.

Teorema 4.12. Error en Probabilidad: bajo las hipótesis T1), T2) y T’3) se
cumple que

P
(
∂(S, Ŝn) > ε

)
≤ c1|Γn|(n+ 1)d exp

{
− c2ε

2n
}
,

para n suficientemente grande, siendo c1 y c2 constantes positivas

Demostración. De forma análoga a lo hecho anteriormente, vamos a demostrar el
teorema 4.11 y 4.12 a partir de:

P
(
nδ∂(S, Ŝn) > ε

)
≤ c1|Γn|(n+ 1)d exp

{
− c2ε

2n1−2δ
}

para n suficientemente grande, (las constantes que aparecen no son necesariamente
las mismas que las del teorema anterior)
De la desigualdad anterior, tomando δ = 0 se concluye el teorema 4.12. El teorema
4.11 es una aplicación directa del Lema de Borel-Cantelli y de la hipótesis T’3).
Observemos que el Lema 4.4 sigue siendo válido ya que no depende de las Xi y que
la definición 4.3 se generaliza de forma trivial al caso que estamos considerando.

En lugar del Lema 4.5 veremos que siguiendo las mismas ideas de éste, podemos
demostrar fácilmente
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Caṕıtulo 4. Convergencia en medida del estimador

Lema 4.13. Para n suficientemente grande

P

(
nδ sup

T∈Γn

|D(T )−∆(T )| > ε

)
≤ K|Γn|(n+ 1)d exp

{
− kε2n1−2δ

}
.

Demostración. Observemos que la demostración no cambia si en lugar de considerar
X a valores reales la consideramos a valores en Rd, salvo que en el momento de acotar

P

(
FT > ε

n1−δ

|T ⊕ εnB ∩ S|

)
,

no podemos usar la desigualdad de Dvoretzky, Kiefer, y Wolfowitz, ya que ésta es
para variables a valores reales. En lugar de eso vamos a usar los resultados del apéndi-
ce referentes a la teoŕıa de Vapnik-Chervonenkis, en particular lo anterior se acota
usando el teorema A.4 y el A.5 y es de alĺı de donde surge el factor (n + 1)d que
aparece en la tésis del Lema 4.13.

Es claro que los Lemas 4.6, 4.7 y 4.8 también son válidos en este caso, y en lugar
del Lema 4.10, es posible,demostrar

Lema 4.14. Para n suficientemente grande:

P
(
nδ
∣∣∣∆(Ŝn)−∆(S)

∣∣∣ > ε
)
≤ K̃|Γn|(n+ 1)d exp

{
− k̃ε2n1−2δ

}
.

Demostración. La demostración se sigue de manera análoga a la del Lema 4.10, apli-
cando en 4.5 el Lema 4.13 a los 2 últimos sumandos.

Es posible también, demostrar el Lema 4.9 para el caso en que F y G son distri-
buciones en Rd distintas y al menos una de ellas es absolutamente continua respecto
de la medida de Lebesgue. La demostración de los teoremas se concluyen entonces a
partir de considerar éstas generalizaciones.
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Apéndice

A.1. Teoŕıa de Vapnik-Chervonenkis

La idea de éste caṕıtulo es presentar brevemente la Teŕıa de Vapnik-Chervonenkis,
que nos permite generalizar el conocido Teorema fundamental de la estad́ıstica de
Glivenco-Cantelli, y encontrar cotas exponenciales de la diferencia

sup
z∈Rd
|Fn(z)− F (z)|.

El contenido de éstas secciones pueden encontrarse en [10]. Vamos a presentar primero
una demostración del Teorema de Glivenko-Cantelli que contiene ideas que luego se
usaran en el caso general.

Teorema A.1. Sean Z1, Z2, . . . , Zn variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas con función de distribución F (z) = P ({Z1 ≤ z}). Denotemos la distri-
bución emṕırica como:

Fn(z) =
1

n

n∑
i=1

I{Zi≤z},

entonces

P

{
sup
z∈R
|F (z)− Fn(z)| > ε

}
≤ 8(n+ 1)e−nε

2/32,

en particular, por el lema de Borel-Cantelli

ĺım sup
n→+∞

|F (z)− Fn(z)| = 0 con probabilidad 1.

Demostración. Vamos a introducir algo de notación que usaremos a lo largo de esta
sección. ν(A) = P{Z1 ∈ A} y νn(A) = (1/n)

∑n
j=1 I{Zj∈A} para todo conjunto medible

A ⊂ R. Denotemos como A la clase de los conjuntos de la forma (−∞, z] con z ∈ R.
Con esta notación

sup
z∈R
|F (z)− Fn(z)| = sup

A∈A
|νn(A)− ν(A)|.

Vamos a demostrar el teorema en varias etapas, siguiendo las ideas de simetrización
de Dudley (1978) y Pollard (1984). Asumiremos que nε2 ≥ 2 en caso contrario la cota

80
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es trivial.

PASO 1. Simetrización respecto de un remuestreo de Z. Definimos las variables
Z ′1, . . . , Z

′
n ∈ R tal que Z1, . . . , Zn, Z

′
1, . . . , Z

′
n son independientes e idénticamente dis-

tribuidas. Denotemos como ν ′n la medida emṕırica correspondiente a la nueva muestra:

ν ′n(A) =
1

n

n∑
i=1

I{Z′i∈A}.

Entonces, para nε2 ≥ 2 tenemos que

P

{
sup
A∈A
|νn(A)− ν(A)| > ε

}
≤ 2P

{
sup
A∈A
|νn(A)− ν ′n(A)| > ε

2

}
.

Para ver esto, sea A∗ ∈ A para el cual |νn(A∗)− ν(A∗)| > ε si tal conjunto existe, y
A∗ cualquiera, fijo en A, si no. Entonces

P

{
sup
A∈A
|νn(A)− ν ′n(A)| > ε/2

}
≥ P

{
|νn(A∗)− ν ′n(A∗)| > ε/2

}
≥ P

{
|νn(A∗)− ν(A∗)| > ε, |ν ′n(A∗)− ν(A∗)| < ε

2

}
= E

{
I{
|νn(A∗)−ν(A∗)|>ε

}P {|ν ′n(A∗)− ν(A∗)| < ε

2

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}}
.

La probabilidad dentro de la esperanza puede ser acotada usando la desigualdad de
Chebyshev:

P
{
|ν ′n(A∗)− ν(A∗)| < ε

2

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}
≥ 1− ν(A∗)(1− ν(A∗))

nε2/4

≥ 1− 1

nε2
≥ 1

2

Ya que hemos supuesto que nε2 ≥ 2. Obtuvimos entonces

P

{
sup
A∈A
|ν(A)− ν ′(A)| > ε/2

}
≥ 1

2
P
{
|νn(A∗)− ν(A∗)|

}
≥ 1

2
P

{
sup
A∈A
|νn(A)− ν(A)| > ε

}

PASO 2. Simetrización por signos aleatorios. Sea σ1, . . . , σn variables aleatorias in-
dependientes idénticamente distribuidas, con P (σ1 = −1) = P (σ1 = 1)1/2, inde-
pendientes de Z1, . . . , Zn, Z

′
1, . . . , Z

′
n. Como las Z1, Z

′
1, . . . , Zn, Z

′
n son independientes

identicamente distribuidas, la distribución de

sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
IA(Zi)− IA(Z ′i)

)∣∣∣∣∣ ,
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es la misma que la de

sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi
(
IA(Zi)− IA(Z ′i)

)∣∣∣∣∣ ,
usando entonces el paso 1,

P

{
sup
A∈A
|νn(A)− ν(A)| > ε

}
≤ 2P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
IA(Zi)− IA(Z ′i)

)∣∣∣∣∣ > ε

2

}

= 2P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi
(
IA(Zi)− IA(Z ′i)

)∣∣∣∣∣ > ε

2

}

≤ 2P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

}
+ 2P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Z ′i)

∣∣∣∣∣ > ε

4

}

= 4P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

}
.

PASO 3. Condicionar a Z1, . . . , Zn. Para acotar la probabilidad anterior vamos a
condicionar a Z1, . . . , Zn. Fijemos z1, . . . , zn ∈ R y observemos que al variar z en
R el número de vectores diferentes

(
I{Z1≤z}, . . . , I{Zn≤z}

)
es a lo sumo n + 1, luego

condicionando a Z1, . . . , Zn podemos escribir

P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}
≤ (n+1) sup

A∈A
P

{
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}
.

PASO 4. Desigualdad de Hoeffding. Con z1, . . . , zn fijos,
∑n

i=1 σiIA(zi) es la suma
de n variables aleatorias independientes con media 0, a valores entre −1 y 1, por lo
tanto si aplicamos la desigualdad de Hoeffding obtenemos

P

{
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}
≤ 2e−nε

2/32.

Entonces

P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}
≤ 2(n+ 1)e−nε

2/32.

Si tomamos valor esperado de ambos lados

P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

}
≤ 2(n+ 1)e−nε

2/32.

Veamos ahora como generalizar el resultado anterior para el caso en que las varia-
bles Zi toman valores en Rd, para eso veamos primero algunas definiciones.
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Definición A.2. Sea A una familia de subconjuntos medibles. Para (z1, . . . , zn) ∈
{Rd}n, sea NA(z1, . . . , zn) el número de conjuntos distintos, de la forma{

{z1, . . . , zn} ∩ A : A ∈ A
}
,

definimos el número

s(A, n) := máx
(z1,...,zn)∈{Rd}n

NA(z1, . . . , zn).

Observemos que claramente s(A, n) ≤ 2n y si s(A, k) < 2k para algún entero k
entonces s(A, n) < 2n para todo n > k.

Definición A.3. Sea A una familia de conjuntos tal que |A| ≥ 2. El mayor entero
k ≥ 1 para el cual s(A, k) = 2k se denotará VA y se denomina dimensión de Vapnik-
Chernonenkis de A. Si s(A, n) = 2n para todo n entonces VA =∞. En el caso en que
S(A, k) = 2k decimos que A divide completamente a {z1, . . . , zn}.

Es claro que si por ejemplo tomamos A como los subconjuntos de la forma (−∞, x]
con x ∈ R entonces s(A, 2) = 3 < 22 y VA = 1.

Teorema A.4. (Vapnik-Chernonenkis (1971)). Sea ν una probabilidad, y una familia
A de conjuntos, entonces, para todo n y para todo ε > 0 tenemos que

P

{
sup
A∈A
|νn(A)− ν(A)| > ε

}
≤ 8s(A, n)e−nε

2/32.

Demostración. La demostración sigue las ideas de la demostración del teorema ante-
rior. De forma análoga asumimos que nε2 ≥ 2, en los primeros 2 pasos demostramos
que

P

{
sup
A∈A
|νn(A)− ν(A)| > ε

}
≤ 4P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

}
.

Esto puede hacerse de manera totalmente análoga a lo hecho en el teorema anterior.
Veamos el paso 3.
PASO 3. Condicionar. Para acotar la probabilidad

P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

}
,

nuevamente condicionamos a Z1, . . . , Zn. Fijemos z1, . . . , zn ∈ Rd y observemos que
al variar A ∈ A el número de vectores distintos

(
I(z1), . . . , I(zn)

)
es justamente el

número de subconjuntos distintos, de {z1, . . . , zn}, que se producen al intersectar con
elementos de A. Por definición este número no excede s(A, n).

P

{
sup
A∈A

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}
≤ s(A, n) sup

A∈A
P

{
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}
.

Por lo tanto es suficiente acotar la probabilidad condicional

P

{
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σiIA(Zi)

∣∣∣∣∣ > ε

4

∣∣∣Z1, . . . , Zn

}
.
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Apéndice A. Apéndice

Finalmente si aplicamos la desigualdad de Hoeffding obtenemos

P

{
sup
A∈A
|νn(A)− ν(A)| > ε

}
≤ 8s(A, n)e−nε

2/32.

Veamos ahora un teorema que nos permitirá acotar superiormente s(A, n) en
términos de la dimensión de Vapnik-Chervonenkis de la familia A.

Teorema A.5. Si A es una familia de conjuntos con dimensión de Vapnik-Chervonenkis
VA entonces para todo n

s(A, n) ≤
VA∑
i=1

(
n

i

)
Demostración. Recordemos que s(A, n) = máx

(x1,...,xn)
NA(x1, . . . , xn), donde

NA(x1, . . . , xn) =
∣∣∣{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A

}∣∣∣.
Claramente es suficiente demostrar que para todo x1, . . . , xn

NA(x1, . . . , xn) ≤
VA∑
i=1

(
n

i

)
.

Observemos que por la definición de NA, podemos asumir que A es una familia de
subconjuntos de {x1, . . . , xn} con dimensión VA. En éste caso s(A, n) = |A|. Vamos
a demostrar el teorema por inducción en n y VA. El resultado es obvio para n = 1
y para cualquier clase con VA ≥ 1. Es claro que también se cumple para n ≥ 1 si
VA = 0, ya que en este caso s(A, n) = 1 para todo n. Asumiremos entonces que
VA ≥ 1. Por hipótesis de inducción asumiremos que el resultado es cierto para todo
k < n, para toda familia de subconjuntos de {x1, . . . , xn} de dimensión menor o igual
que VA, y para n y toda familia de dimensión menor que VA. Definimos las siguientes
clases de subconjuntos de {x, . . . , xn}.

A′ = {A− {xn} : A ∈ A},

y
Â = {Â ∈ A : xn /∈ Â, Â ∪ {xn} ∈ A}.

Observemos que tantoA′ como Â están formados por subconjuntos de {x1, . . . , xn−1}.
Veamos que |A| = |A′|+ |Â|, escribimos

A′ = {A− {xn} : xn ∈ A,A ∈ A} ∪ {A− {xn} : xn /∈ A,A ∈ A} = B1 ∪B2.

Entonces

|A′| = |B1|+ |B2| − |B1 ∩B2|
=
∣∣{A− {xn} : xn ∈ A,A ∈ A}

∣∣+
∣∣{A− {xn} : xn /∈ A, A ∈ A}

∣∣− ∣∣Â∣∣
=
∣∣{A : xn ∈ A,A ∈ A}

∣∣+
∣∣{A : xn /∈ A,A ∈ A}

∣∣− ∣∣Â∣∣
=
∣∣A∣∣− ∣∣Â∣∣.
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Como |A′| ≤ |A| y A′ es una familia de subconjuntos de {x1, . . . , xn} podemos aplicar
la hipótesis de inducción y obtenemos que

|A′| = s(A′, n− 1) ≤
VA∑
i=1

(
n− 1

i

)
.

Veremos que VÂ ≤ VA − 1, lo cual implica que

|Â| = s(Â, n− 1) ≤
VA−1∑
i=1

(
n− 1

i

)
,

por hipótesis de inducción. Para ver ésto consideremos un conjunto S ⊂ {x1, . . . , xn−1}
tal que Â lo divide completamente. Veremos que S ∪ {xn} es divido completamente
por A. Para eso, tenemos que ver que para todo conjunto S ′ ⊂ S y S ′ ∪ {xn} es la
intersección de S∪{xn} y un elemento de A. Como S es dividido completamente por

Â, si S ′ ⊂ S entonces existe un Â ∈ Â tal que S ′ = S ∩ Â. Pero como por definición
xn /∈ Â, tenemos que

S ′ = (S ∪ {xn}) ∩ Â,
y

S ′ ∪ {xn} = (S ∪ {xn}) ∩ (Â ∪ {xn}).

Por definición de Â, Â y Â ∪ {xn} están en A y por lo tanto S ∪ {xn} es dividido
completamente por A. Como el cardinal de cualquier conjunto dividido completa-
mente por A no puede exceder VA obtenemos que |S| ≤ VA − 1. Pero como S era un

elemento arbitrario, dividido completamente por Â obtenemos que VÂ ≤ VA− 1. Por
lo tanto hemos demostrado que

s(A, n) = |A| = |A′|+ |Â| ≤
VA∑
i=1

(
n− 1

i

)
+

VA−1∑
i=1

(
n− 1

i

)
,

finalmente la conclusión se sigue de la identidad

(
n

i

)
=

(
n− 1

i

)
+

(
n− 1

i− 1

)
.

Observemos que del resultado anterior tenemos que s(A, n) ≤ (n+1)VA , si VA <∞.
Veamos que si tomamos como A la familia de conjuntos de la forma (−∞, y1]×· · ·×
(−∞, yd] entonces VA = d. Para eso vamos a demostrar el siguiente teorema, que
tiene interés por si mismo, y del cual se deduce lo que queremos.

Teorema A.6.

(i) Si A = A1 ∪ A2, entonces s(A, n) ≤ s(A1, n) + s(A2, n).

(ii) Dada una clase A definimos Ac = {Ac : A ∈ A}. Entonces s(Ac, n) ≤ s(A, n).

(iii) Si A =
{
Â ∩ Ã : Â ∈ Â, Ã ∈ Ã

}
. Entonces s(A, n) ≤ s(Â, n)s(Ã, n).

(iv) Si A =
{
Â ∪ Ã : Â ∈ Â, Ã ∈ Ã

}
. Entonces s(A, n) ≤ s(Â, n)s(Ã, n).
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(v) Si A =
{
Â× Ã : Â ∈ Â, Ã ∈ Ã

}
. Entonces s(A, n) ≤ s(Â, n)s(Ã, n).

Demostración. (i), (ii) y (v) son triviales. Para demostrar (iii) fijemos n puntos

x1, . . . , xn y supongamos que con Â tomamos paraN ≤ s(Â, n) los conjuntos C1, . . . , CN .
Luego Ã separa en Ci a lo sumo s(Ã, |Ci|) subconjuntos. Por lo tanto los subconjuntos

de la forma Â ∩ Ã separan a lo sumo

N∑
i=1

s(Ã, |Ci|) ≤ s(Â, n)s(Â, n),

subconjuntos. Hemos usado que s(A, n) ≤ s(A, n+m).

(iv) es inmediato a partir de (ii) y (iii).

Observación A.7. Es claro que de la parte (v) del teorema anterior se sigue que si A
es la familia de conjuntos de la forma (−∞, y1]×· · ·×(−∞, yd] entonces VA = d. Otra
demostración posible para lo mismo, que usa la forma particular de los subconjuntos
de la familia que estamos considerando es observar que si tenemos x1, . . . , xd, xd+1

puntos en Rd y consideramos el conjunto construido de la siguiente manera, tomemos
x(1) de entre x1, . . . , xd+1 cuya primera coordenada sea mayor (en caso de haber 2 o
más tomamos uno cualesquiera de ellos), luego x(2) de entre los restantes, como el
que tenga mayor segunda coordenada, y aśı hasta x(d), tomemos el conjunto formado
por estos puntos, x(1), . . . , x(d), es claro que el punto que no tomamos no se puede
separar de este subconjunto, con elementos de la forma (−∞, y1] × · · · × (−∞, yd],
para ningún (y1, . . . , yd). Esto prueba que V A < d+ 1, es claro que V A ≥ d.
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